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Kapitel 1

Numerische Integration

Unser Ziel ist es, eine einfache Formel zur Berechnung von

/ ()

zu finden. Eine Moglichkeit ist die Anndherung durch Rechtecke:

[ oo~ Zn;ajﬂxj).

Hierbei ist a; die Breite des jeweiligen Rechtecks und f(z;) die Hohe. Diese
Summenformel ist ,einfach® zu berechnen.

fzy)

a b

Notation 1.1 Sei 2y, ...,2, € [a,b]. Fine Abbildung Q : RI*" — R heifit Qua-
draturformel bzgl. xg, ..., x, falls gilt:

n

Q(f)zzajf(xj) fiir ag, . .., a, € R.

J=0



Bemerkung: () ist eine lineare Abbildung.

Wir versuchen im Folgenden, Quadraturformeln ) zu finden, die Integrale I(f) :=
fbf(a:)da: annihern, d.h. Q mit Q(f) ~ I(f).

Beispiel: Die Trapezregel ist eine Vorschrift, f;f(a:)da: durch die Fliche eines
Trapezes mit den Ecken (a,0), (a, f(a)), (b, ( )), (b,0) zu approximieren:

/ fyar ~ O (1) + o).

Die Trapezregel ist also eine Quadraturformel mit n = 1, g = a, xr1 = b und
ap = a1 = 3(b— a). Sie integriert alle affin-linearen Funktionen exakt.

f(b)
f(a)

%,

a b

Notation 1.2 FEine Quadraturformel Q heifit exakt fiir § C RI*¥, falls Q(f) =
I(f) fir alle f € § gilt.

Satz 1.3 Sei § C R ein endlich-dimensionaler Unterraum von Rl ynd
fo,---, fn eine Basis von §. Gilt dann Q(f;) = I(f;) fir allei = 0,..., N fir
eine Quadraturformel (Q, dann ist () exakt fiir §.

Beweis: Sei f € §. Dann kann man f beziiglich der Basis fy, ..., fy darstellen

als
N
[ = Z a; fi.
i=0

Es gilt nun

| |
O

N N
<Z ) = ZaiQ<fi>; da @ linear
i=0

N
= Zail fi), da @ exakt fiir f; und

-0
N
=1 (Z azfl> I(f), da Integrale linear sind.

QED



Im Folgenden betrachten wir

e Interpolationsquadraturen nach Newton-Cotes,
e Gauk’sche Quadraturformeln und

e die Rombergquadratur.

1.1 Interpolationsquadraturen

Seien zg, ..., x, € [a,b] gegeben. Eine Idee ist es, das Integral von f durch das
Integral des eindeutig bestimmten Interpolationspolynoms (L, f)(z) beziiglich
der Stiitzstellen (z;, f(z;)), j =0,...,n zu approximieren.

Definition 1.4 Eine Quadraturformel Q,(f) = Z?:o a;f(z;) heift Interpola-
tionsquadratur der Ordnung n, falls fir alle f € Cla,b] gilt:

Q) = S wss () = [ Eaf)la)ds = I(L.f).

Dabei ist L, f das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom zu f beziiglich der
Stiitzstellen xg, . . ., x,.

Wir erinnern uns an Numerik I, wo wir im Kapitel 6.1 verschiedene Darstellungen
fiir L, f hergeleitet hatten. Eine war die Lagrange-Darstellung;:

(Lnf)(x) = Z f(z;)l(x) mit ;(z) = H L — Tk

Pl l‘j — T

k]
Wir werden im Folgenden die Koeffizienten a; von Interpolationsquadraturen der
Ordnung n herleiten. Kennt man diese, so kann man alle Polynome p € II,, exakt
integrieren. Erstaunlicherweise gilt auch die Umkehrung dieser Aussage:

Satz 1.5 Fine Quadraturformel Q,, ist genau dann eine Interpolationsquadratur
vom Grad n, wenn alle Polynome p € I1,,[a, b] exakt integriert werden.

Beweis: ,=“ Sei Q,(f) = f;(Lnf)(x)da: eine Interpolationsquadratur der Ord-
nung n und sei f € II,[a, b]. Nach dem Satz 6.4 aus Numerik I gilt dann f = L, f,
also ist Q(f) = ff f(z)dx = I(f) und @, ist exakt fiir alle f € II,,[a, b].

<"1 Sei umgekehrt Q(f) = >_7_a;f(x;) eine Quadraturformel die /(p) = Q(p)
fiir alle p € 11, [a, b] erfiillt. Sei f € Cla,b]. Dann ist L, f € II,[a,b] und es gilt

I(Lnf) = Q(Lnf) = Z a;(Lnf)(z;)
=0
=D _a;f(x;) = Q).

J=0



also ist Q(f) eine Interpolationsquadratur der Ordnung n. QED

Satz 1.6 Sei hyyi(z) = [[_o(v — ;). Seien x, ..., 2, paarweise verschieden
aus [a,b]. Dann ezistiert genau eine Interpolationsquadratur der Ordnung n zu
xg, ..., Ty, die durch die Gewichte

1 b,
a; = — / +1(x)d:c mit 7 =0,...,n
P (75) Jo @ —

gegeben ist.

Beweis: Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Seien

n

Qa(f) = Zajf(afj) und Qp(f) =Y bif(z)

=0

zwei Interpolationsquadraturen der Ordnung n. Dann gilt:

Qu(f) = / (Lof)(2)dx = Qu(f) fiir alle f € Cla, .

Wir wihlen nun zu jedem j ein f; mit f;(x;) # 0 und f;(x)) = 0 fiir alle k # 5 -
z.B. f; = l;, die Lagrangepolynome. Dann gilt Q4(f;) = a; = b; = Qp(f;), d.h.
die Interpolationsquadraturen sind gleich.

Zum Existenzbeweis: L, f ist stetig und deshalb integrierbar. Wir gehen iiber die
Lagrange-Darstellung:

JKLCEEY D WETSS Sy RICTE

a a

d.h. fab(Lnf)(x)dx = >0 f(z))a; mit a; = f; l;(z)dz ist tatsiichlich eine Inter-
polationsquadratur. Weiterhin gilt:

b n b
— 1 h,
aj:/ [T = / a1l g,
u T — Ty hhoi(x) Jo ©—x;

k=0
k#j

wobei

gilt und insbesondere

QFD



Zur Vereinfachung der Formeln betrachten wir den Fall dquidistanter Stiitzstellen
rj=a+j-hmitj=0,...,n

Wir bemerken:

h—
Tp=a+n-h=>b, also h = e

n
Definition 1.7 Die Interpolationsquadratur der Ordnung n zu den Stiitzstellen
xj=a+j-hmitj=0,...,n mit Schrittweite h = b’T“ heifit Newton-Codtes-
Formel der Ordnung n.

Lemma 1.8 Die Gewichte der Newton-Cétes-Formel der Ordnung n ergeben sich
aus

—h- A,

a; j

J

| "7 " L
mztAj:An_j:ﬁ/o k”(z—k:)dz firj=0,...,n.
=0
k#j

Beweis: Ubung.

Bemerkung: Die Werte A; hingen ausschliefslich von der Anzahl n der Stiitzstel-
len ab, nicht aber von den Werten x; der Stiitzstellen und auch nicht von a, b
oder h!

Einfacher als die Berechnung der A; nach Lemma 1.8 ist ihre Ermittlung tiber
die Losung eines linearen Gleichungssystems. Dazu fordert man speziell fiir die
Monome p(z) = 2* fiir k = 0,...,n, dass

n b
> ol = [ ployds

Nach Satz 1.3 folgt daraus, dass >, a;p(x;) = I(p) fiir alle p € II,, gilt.
Auf diese Weise berechnen wir nun die Koeffizienten fiir die Falle n = 1 und
n = 2.

n = 1: Nach der Bemerkung nach Lemma 1.8 kénnen wir 0.B.d.A. a = —1 und
b =1 setzen. Somit gilt h = 2 und wir erhalten:

1 1
/ 2°dr = (]!, = 2 und Zajp(a:j) =ap + a1,
-1 =0

also ag + a; = 2 als erste Bedingung.

7



o p(z) =
1 1
1
/1 vtdr = [%xz}_l =0 und g ajp(z;) =ap-(—1)+a -1,
_ =
also —ag + a; = 0 als zweite Bedingung.

Die Losung des Systems

ap +a; =2

—a0+a1:O

ist ap = a; =1 (bzw. Ay = A; = 3) und man erhilt daraus

[ e 15D 41 1),

Fiir beliebige Integrationsgrenzen a, b dndern sich Ay und A; nicht, sodass wir
die auf Seite 3 schon beschriebene Trapez-Regel

b b—a
t/f@Mx% (f(a) + F(1))

2
erhalten.
n = 2: Wie schon im vorherigen Fall wihlen wir a = —1 und b = 1. Daraus erge-
ben sich nun h =1, zog = —1, 1 = 0, x5 = 1 und entsprechend die Gleichungen

1
/ 20dr =2 = ag + a1 + as,
-1

1
/ zldr =0 = —ag + ao,

1

1
/ xzdx:§:a0+a2,

1

woraus man ay = Ay = 3,

errechnet. Daraus erhélt man die Simpson-Regel

ap = A, = % und ay = Ay = % als eindeutige Losung

b
[ #aytn = 55 m) + 47 + £(02)

U (@ () ).




Die folgende Tabelle gibt die Gewichte der ersten fiinf Newton-Cotes Formeln an:

S
E
N

1 A2 Ag A4 A5 Bezeichnung

Trapez-Regel

Simpson-Regel

0O | Wk [N

O | Wl
oolw

Newton—%—Regel

64 24 64 14 :
15 15 15 15 1. Mllne—Regel

375 250 250 375 95 :
588 %5 38 oss o oss | 2o Milne-Regel

SRR (o1 [coim o=

St = | W N =

Leider tauchen ab n > 8 auch negative Gewichte auf, die unerwiinschte Neben-
effekte haben:

e Ausloschung ist moglich und fiihrt zu numerischer Instabilitdt und
e es lassen sich positive Funktionen f > 0 konstruieren, sodass Q(f) < 0 gilt.

Wir betrachten nun folgendes Beispiel fiir die Simpson-Regel:

Dann gilt

denn f ist punktsymmetrisch zu (“£2, 0):

(4 2) = —a = (—a) = f(252 — ).

Wendet man die Simpson-Regel auf f an, so erhélt man

Q2(f) = 552 (f(a) + 4f(%52) + £ (b))
= 5H((9) +4(0)° + (552)) = 0

also ist die Simpson-Regel fiir dieses kubische Polynom exakt. Das gilt sogar fiir
alle kubischen Polynome!

Lemma 1.9 Die Simpson-Regel Qs ist exakt fir alle p € I3]a, b].



Beweis: Nach Satz 1.3 ist eine Quadraturformel auf I3 exakt, wenn sie auf einer
Basis von II,, exakt ist. Wir wihlen als Basis

(2 — =2, (o — =2, 2 — o, 1.

Im vorangehenden Beispiel haben wir bereits Qo((z — “E2)3) = I((z — 2£)3)
gezeigt und fiir die anderen Basisvektoren folgt die Exaktheit aus Satz 1.5, denn
alle Polynome aus Il [a, b] werden von einer Interpolationsquadratur der Ordnung
2 exakt integriert. QED

Man kann diese Aussage weiter verallgemeinern:

Satz 1.10 Sei Q,(f) = E;;O a;f(z;) eine Newton-Cotes Formel mit geradem
n. Dann qilt

Qn(p) = 1(p) fiir alle p € H,14[a, b].

Beweis: Ubung.

1.2 Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

Analog zur Spline-Interpolation zerlegt man bei den zusammengesetzten Newton-
Cotes-Formeln das Integrationsintervall in m Teilintervalle und wendet auf je n
zusammenhéngenden Teilintervallen eine Quadraturformel niederer Ordnung an.
Dafiir wiahlen wir m so, dass n Teiler von m ist.

Wir erhalten auf diese Weise die zusammengesetzte Trapezregel:

/ f(@)de = Ty(f) == h (%f(xo) + i (i) + %f(m)) :

i=1

mit x; = a; + th fiir i =0,...,m, also xg = a und x,, = b. Dabei isth:b%’.

\

t— Tn(f) (schraffierte Fliche)

10



Analog ergibt sich die zusammengesetzte Simpsonregel: Sei dazu xy = a <
ry < -+ < x, = b eine dquidistante Zerlegung in eine gerade Anzahl an Teil-
intervallen. Wir wenden die Simpson-Regel jeweils auf zwei aufeinander folgende
Intervalle an und erhalten:

5/ (x2)) + 3f (12551) + 3 (22542)

1.3 Gauf’sche Integrationsformeln

Fiir die Gauk’schen Integrationsformeln sollen neben den Gewichten ag, a4, ..., a,
auch die Stiitzstellen o, ..., z, gewdhlt werden. Man hat also 2(n + 1) Freiheits-
grade. Entsprechend darf man 2n 4 2 Bedingungen stellen, z. B.

n

b
Zaip(%') = / p(z)dx fiir p(z) € {1,z, 22, ..., 2>},

=0

Sind diese Bedingungen erfiillt, kann man alle Polynome aus Il,,,; exakt inte-
grieren (Satz 1.3). Wir wollen gerne ohne dieses nichtlineare Gleichungssystem
auskommen.

Dabei ist es in verschiedenen Anwendungen giinstig, den allgemeineren Fall von
Quadraturformeln zu betrachten, ndmlich gemischte Integrale

mit einer auf (a,b) stetigen und positiven Gewichtsfunktion w. Weiterhin fordert

man, dass
b
/ w(z)r*de

Typische Beispiele fiir solche Gewichtsfunktionen sind

fiir alle k € Ny existiert.

e Gauk-Legendre: w(z) = 1 auf [a, ]

o Gauf-Tschebyscheff 1. Art: w(z) = ﬁ auf v € [—1,1].

o Gauf-Tschebyscheff 2. Art: w(z) = V1 — 2% auf x € [—1,1].

Gauf-Laguerre: w(z) = e auf [0, 00).

GauRk-Hermite: w(x) = e~ auf (—o0, 00)

11



Definition 1.11 Eine Quadraturformel Q,,(f) = > i, aif(z;) nennt man Gauf’sche
Quadraturformel der Ordnung n, wenn sie alle Polynome p € Ty, 1]a, b] ex-
akt integriert, d.h. wenn

b
Qn(p) = / w(z)p(x)dx fir alle p € Ma,41[a, b).

Lemma 1.12 Seien xy,...,z, € [a,b]. Sei L, f das Interpolationspolynom bzgl.
Xo, - .., Ty an die Funktion f. Sei weiter w eine zuldssige Gewichtsfunktion. Dann
15t

| w@La @

eine Quadraturformel bzgl. xq, ..., x,. Genauer gilt:
b n
[ @ Laf)@ids =3 a,f)
a j=0

mit a; = f;w(az)lj(az)daz.

Beweis: Den Fall w = 1 haben wir in Satz 1.6 behandelt. Fiir andere w verlauft
der Beweis analog. QED

Wann ist @, (f) eine Gauf’sche Quadraturformel?

Satz 1.13 Sei w eine zuldssige Gewichtsfunktion und seien xg,...,x, € [a,b]
paarweise verschieden. Sei L, f die Interpolation von f bzgl. der Stitzstellen
20, - - Tp. Sei weiterhin hny(v) = [[[_o(x —=;). Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

1. Qu(f) = ffw(:c)(Lnf)(a:)d;c ist eine Gauf’sche Quadraturformel der Ord-
nung n, d.h. Q,(p) = L,(p) fir alle p € Mgy, 1.

2. f:w(a:)hn+1(x)p(x)da: =0 fir alle p € 11,,.

Beweis: ,,1 = 2 Sei Q,(f) = L,(f) fir alle f € Ily,,;. Sei p € II,,. Dann ist
hpi1-p € ly,4q, also gilt nach Lemma 1.12:

n

b
Lwummmmww:@mwym=§ywmmwmm:a

Jj=0 =0

also gilt 2.

12



»2 = 1% Sei p € Iy, 4. Betrachte L,p € 11, bzgl. z, ..., z,. Dann hat p— L,,p die
Nullstellen xy, ..., z,, also gibt es nach dem Hauptsatz der Algebra ein Polynom
q € I1,,, so dass p — L,p = h, 11 - ¢. Damit gilt

/abw(:c)p(:c)d:c = /abw(:c)an(a:)da: —|—\/abw<l’)hn+1<x)q<x)dx

S

v~

=0 nach 2. weil g€ll,

= Qn(p)a

also ist ), Gauk’sche Quadraturformel. QED

Notation 1.14 Fir f,g € C([a,b]) definieren wir

b
Gilt (f,9). =0, so bezeichnet man f und g als w-orthogonal.

Bemerkung: Der Ausdruck (f,g), existiert fiir alle Polynome f und g, wenn w
eine zuldssige Gewichtsfunktion ist. Es ldsst sich sogar zeigen, dass (f,g), ein
Skalarprodukt ist (d.h. bilinear, symmetrisch und positiv fiir f = g, sowie streng

positiv fiir f = g # 0).
Satz 1.13 ldsst sich jetzt folgendermaken formulieren:

fabw(x)(Lnf)(x)d:p ist genau dann eine Gauf$’sche Quadraturformel der Ordnung
n, wenn (hni1,p)e =0 fir alle p € 11,,.

Die gesuchten Stiitzstellen der Quadraturformel miissen also die Nullstellen eines
Polynoms ¢(z) = ah,1(x) € 1,41 sein, das w-orthogonal zu allen ¢ € II,, ist.
Solche Polynome wollen wir im Folgenden konstruieren.

Satz 1.15 Sei w eine zuldssige Gewichtsfunktion. Dann gilt

1. Es ezistieren Polynome p, € I1,[a,b] fir alle n € INg mit

1 fallsn=m

(pn7pm) - 5n,m = { 0 f(l”S n 7& m fUT alle n,mec H\Io.

2. Fiir alle n € INy gilt: Die Nullstellen von p, sind alle reell und liegen in
(a,0).

13



Beweis: ad 1. Die Folge p; der gesuchten Polynome lasst sich durch Anwen-
den des Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahrens auf die Monome kon-
struieren. Man erhélt entsprechend eine Orthonormalbasis. Die Monombasis ist
{2°,...,2"}. Man setzt nun

20 1
o(r) = =
P V(20 20), ,/f;w(x)dx

und erhélt (pg, po)w = 1.
Zur Konstruktion von p, nehmen wir an, dass py,...,p,_1 bereits konstruiert
sind und dass sie (p;, p;) = d;; erfiillen. Dann ergibt sich p,, € Il[a,b] aus

Pa(@) = Tn (x" - S(x",pi)wm(w)) ,

=0

wobei die (2™, p;(x)), die Koeffizienten nach Schmidt sind. Das ist die Losung,
denn

o fiirm=20,...,n—1 gilt:

(pn,pm)=7n< 2" D) — Z 2", pi)u pz,pm))

=0

= (s~ 1) =0

e und ~, wird so gewihlt, dass (p,, pm)w = 1.
ad 2. Seien 1, ..., z,, die reellen Nullstellen von p, in (a,b) mit ungerader Viel-
fachheit, d.h. genau die Nullstellen mit Vorzeichenwechsel von p,,. Sei

m

qm(x) = H(az — x;) mit go(z) := 1.

i=1

Wir wollen nun zeigen, dass m = n gilt. Angenommen, es gelte m < n. Dann gilt
Gm € Il,,]a,b] C 11, _4[a, b]. Weiter ist p,g,,(x) > 0 fiir alle x € (a,b), weil es nur
Nullstellen mit gerader Vielfachheit hat. Weil p,q,, # 0 folgt

(prw qm)w 7& 0
Weil die in Teil 1 konstruierten Polynome py, ..., p,, eine Basis von II,, bilden,
gilt andererseits
= Z A;p; mit reellen Koeffizienten \;
=0

14



und nach Konstruktion der p; ist

m

(pn7 Qm>w = Z Ai(pnapi)w = 07
i=0
denn (p,, pi)w = 0, weil m < n. Das ist ein Widerspruch, also muss m = n gelten

und die Vielfachheit jeder Nullstelle ist entsprechend 1. QED

Wir fassen die Ergebnisse in folgendem Existenzsatz zusammen:

Satz 1.16 Sein € N und w eine zuldssige Gewichtsfunktion. Dann existiert eine
Gauf’sche Quadraturformel

Qn(f) = Zajf(%‘),

wobei xy < x1 < -+ <z, € (a,b) die Nullstellen des in Satz 1.15 konstruierten
bzgl. aller p € 11,, w-orthogonalen Polynoms p,+1 sind und

a; = /abw(x)lj(:p)d:p

qgilt.

Beweis: Weil p,.1 € 1,44 ist, gilt p,41 = ah,yq mit o # 0. Nach Lemma 1.12
ist

Qulf) = / (@) (L f) (),

welches nach Satz 1.13 eine Gauk’sche Quadraturformel ist, wenn (h,,1,p) = 0
fiir alle p € II,,. Das gilt, weil

1 1 u
(hn+17p) = a(anrlvp) = a (pn+17 Z; )\ipi)

1 n
= ZO i (D1, pi) = 0.

QFD

Es gilt also Q,(p) = I,(p) fiir alle p € Ty,4.

Im Gegensatz zu den Newton-Cotes-Formeln gilt fiir die Gauf’schen Quadratur-
formeln die folgende numerisch wertvolle Eigenschaft:

15



Lemma 1.17 Die Gewichte a; der Gaufi’schen Quadraturformeln sind positiv.

Beweis: Seien xy,...,x, die Stiitzstellen der Quadraturformel ¢,,. Nach Kon-
struktion sind sie die Nullstellen von p,, 1 bzgl. w. Wir definieren

Bt (z) = ﬁ(x — ;) und fi(z) = (MY i=0,...n.

5 T —
Jj=0

Es ist also f; € Ily,[a, b] und nach Satz 1.16 gilt
b
0< / w(z) fi(z)de = Qu(fi) = Zajf] x;) = a; fi(x;).
Weil f;(x;) > 0 folgt auch, dass a; > 0. QED

Ubungsaufgabe: Beweisen Sie, dass es keine Quadraturformel der Form > =0 @ fi(z5)
geben kann, die auf Iy, o exakt ist.

Zum Abschluss folgen einige Beispiele fiir Gauf-Quadraturen.

1. Sei I = [—1,1] und w = 1. Die orthogonalen Polynome pg, p1,... sind die
sogenannten Legendre-Polynome
1 d
L,(x):= — (2 —-1)"
(z) 2nn) dan (@ )"
genauer:
LO =1 L3 = l‘g — %l‘
lex L4:.T4—gx2+%

L2:x2—% L5:

L; ist orthogonal auf II;_4, d.h. fjl Li(z)p(x)dx = 0 fiir alle p € TI;_4[—1,1].

Beispiel: Es gilt

1
/ Ly(z)p(z) = 0, fiir alle p € II;[—1,1].

1
Das kann man nachrechnen:



Wie sehen die zugehdrigen Quadraturen aus?

n=>0
e Die Stiitzstellen sind die Nullstellen des orthogonalen Polynoms
aus I1; (Satz 1.16). Die einzige Nullstelle von Ly ist 2y = 0. Daraus
folgt:
Qo(f) = aof(x0) = aof(0).
e Das Gewicht ag ergibt sich dadurch, dass z.B. 1 € 1I; = Iy,
exakt integriert wird, also

2:/1 ldx = ao f(0) = ao.

1
Wir erhalten:
Qo(f) = 2£(0)
integriert alle linearen Polynome auf [—1, 1] exakt.
n=1
e Stiitzstellen sind Nullstellen von Lo, also j:\/g. Es folgt:

@0 = aof (—/3) + s (3)

e Die Gewichte folgen aus den Exaktheitsbedingungen z.B. fiir 1, x €
I C oy

1
2:/ ldx = ag + a4

1
O:/1 rdr = —ao\/gjLal\/g
~1
Es gilt also:
i =1(-y4)+ (V1)

integriert alle Polynome vom Grad bis 3 exakt!

:>a0:a1:1.

2. I =[-1,1] und w(z) = ﬁ Die orthogonalen Polynome sind die soge-

nannten Tschebyscheﬁ—Poly_nome
T, (x) := cos(n arccos(z)).
Mithilfe der Additionstheoreme erhélt man die folgende Darstellung:
To(x) =1
Ti(z) ==z
Toi1(z) + Th1(x) = 22T, ().
Daraus folgt T;, € II,,.
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Lemma 1.18 FEs gilt:

T n=m=20
)Tn(@) ) s >0
——dr=<Z n=m
-1 \/]_—l‘2 2
0 n#m

und die Nullstellen von T,, sind:

Mit diesen Nullstellen erhalten wir die Gauk-Tschebyscheff Quadratur:

21 +1
/ mdw ~ Qn1( Z a; f (COS 7T>.

Die Gewichte ergeben sich aus den Exaktheitsbedingungen fiir 7,,, m =
0,...,n—1und Lemma 1.18 zu a; = 7,7 =0,...,n — 1.

Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dass a; = Z,i=0,...,n— 1 die Gewichte
der Gauf-Tschebyscheff-Quadraturformel @, sind!

Damit erhalt man abschlieftend

n—1
2041
n— - N
Qn—1( n2f<cos ) n e

1=

:1

Bemerkung: Analog zu Kapitel 1.2 kann man auch zusammengesetzte Gaufs-
Quadraturen (vorzugsweise niedriger Ordnung) betrachten.

1.4 Fehleranalyse

Was fiir ein Fehler entsteht, wenn man das exakte Integral durch eine Quadra-
turformel annéhert?
Seien zunéchst fiir n € N die Stiitzstellen

2 < <)
mit den zugehodrigen Gewichten a((]"), ..., a!" gegeben und sei



Der zugehérige Fehler ist dann:
b
Ra()i= L) = Qul) = [ wl@)fa)ds = 3" p(al).

Es werfen sich einige Fragen auf:
o Wie grofs ist R, (f) fiir festes n?
e Konvergiert R,(f) — 0 fiir n — oo?

Satz 1.19 Sei ), eine Folge von Quadraturformeln tiber dem endlichen Intervall
la,b]. Gilt

1. Q.(p) — 1,(p) fiir n — oo fiir alle Polynome p und
2. Z?:o |a§.n)\ < C fiir alle n € N mit einer Konstante C > 0,

so konvergiert die Folge Q,(f) gegen 1,(f) fir jedes f € Cla,].

Beweis: Wir verwenden einen Satz aus der Approximationstheorie, nimlich den
Satz von Weierstrass: Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ldsst
sich beliebig gut durch Polynome anndhern. Genauer gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
Polynom p mit || f — plle 1= maxuepoy | f(2) — p(z)| <e.

Sei ¢ > 0. Wéhle p so, dass || f — p||oc < € und N so, dass |I,(p) — Qn(p)| < ¢ fiir
alle n > N. Dann gilt fiir alle n > N:

L(f - p)| < / w(@)] |f(z) - p(x)| dx < ¢ / w(z)dz

|Qn(f — p\<Z|a ||£ (! "y — p(a ("))l<sZ|a§-")\§8C
Es ergibt sich:
|R ()l = [Ru((f — p)ﬂ?)l
= |Ru(f —p) + Ru(p)|
< |Rn(f —p)| + |Ru(p)|
< |L(f = )| +1Qn(f = p)| + [1u(p) — Qn(p)]

g(/abw(:c)d:c+0+1)-e

fiir alle n > N, also konvergiert R,(f) gegen Null. QED
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Bedingung (1) des Satzes ist erfiillt, wenn alle @,, interpolatorische Quadratur-
formeln sind. Sind weiter alle Gewichte nicht negativ, dann gilt:

n b
Z|a§-")| :Zag-")-l:/ w(zx) - lde = C.
=0 “

§=0
Satz 1.20 Fir jeden stetigen Integranden auf dem Intervall [a,b] konvergiert jede
Folge von Gauf-Quadraturen Q,, gegen das Integral.

Beweis: Nach Lemma 1.17 sind die Gewichte der Gauk-Quadraturen positiv, da-
her ist .

Sl <c

§=0

erfiillt. Bedingung (1) von Satz 1.19 gilt nach Satz 1.16, also folgt die Behauptung
wegen Satz 1.19. QED

Leider ist die Aussage von Satz 1.20 fiir die Newton-Cotes-Formeln im Allgemei-
nen falsch und es lassen sich Gegenbeispiele konstruieren. (Der Grund dafiir liegt
in den negativen a;, die in den Newton-Cotes-Formeln ab Grad 8 vorkommen.)
Wir entwickeln nun Fehlerabschéitzungen fiir die Quadraturformeln auf festen
Intervallen [a, b]:

R(f) = Lo(f) = Qu(f) = L(f) = Lo(Lnf) = Lo(f = Lnf),

wobei L, f das Interpolationspolynom zu f an den n Stiitzstellen von @), ist.
Nun kann man die Fehlerabschiatzungen fiir f — L, f (Numerik I, Korollar 6.15)
heranziehen. Bessere Ergebnisse liefert aber der folgende (allgemeinere) Ansatz,
bei dem man ausnutzt, dass fiir alle p € 11, gilt:

R,.(p) =0,

wobei man m im Falle von Newton-Cotes < n wihlen muss, falls n ungerade ist
und m = n—+1, falls n gerade ist. Bei der Gauf-Quadratur hingegen ist m < 2n+1
moglich.

Notation 1.21 Seit € R. Dann bezeichne

(x —t)™ fallsx >t

0 sonst

(7)) = (2 =)} = {

und .
K, (t) == ﬁRn(z;rm) mit t € |a, b]

den Peano-Kern bzgl. m und R,,.
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Bemerkung: Wir kénnen die /", (x) sowohl als Funktion in z als auch in ¢ auf-
fassen.

Wir verwenden ZE,Lm fiir folgende Umformulierung:

[ = [FEDE e

m) m)

das heifit, um bei den im Folgenden auftretenden Integralen die obere Grenze von
x unabhéngig zu machen. Wir erhalten:

Satz 1.22 Sei @, eine auf I1,,(R) exakte Quadraturformel. Dann gilt fir jedes

f e Cmta,b):
/ Ko (t) £ () dt.

Wechselt K,,, auf [a,b] das Vorzeichen nicht, so ezistiert ein & € [a,b] so, dass

R,(f) = fimt( /K

m+1
= {mﬁﬁ’n(:cm“).

Beweis: Wir verwenden die Taylor-Entwicklung von f mit Integral-Restglied zum
Entwicklungspunkt a:

™) (g i _pm
f@) = > 0w —ap s [T ey

m!

™ G)(g (g
=> ! ( )(:c —a)’ +/ 7( 2l Fr (@)t

R.(f) = R, (i f(j?.(a) (z — a)j> + R, (/b i’?f (1 )dt)

b
1 m
:0+/a %Rn(z;fm)f( D (t)dt

wobei im zweiten Schritt verwendet wurde, dass R,, auf II,, verschwindet und
dass man das Integral mit R, nach Fubini vertauschen darf und dass @, nur aus
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Punktauswertungen besteht. Fiir den Beweis der zweiten Aussage benutzen wir
den ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung und erhalten

R($) = [ Km0 = ) [

mit £ € (a,b), da f™*Y) und K,, stetig sind und K,,(t) # 0 fiir alle t € (a,b)
gilt. Setzt man in (1.1) nun f(z) = ™" ein, so ergibt sich:

Ru(z™) = (m +1)! /b K, (t)dt,

also
Rn (xm—f—l )

m 1 D .f(m+1)(§) — f(m+1)(£) / K, (t)dt.

QED

Wir betrachten im Folgenden einige Anwendungen von Satz 1.22: Wir leiten Feh-
lerschranken her fiir die Trapez-Regel, die Simpson-Regel, die zusammengesetzte
Trapez-Regel, die zusammengesetzte Simpson-Regel und fiir die Gaufs-Quadratur.
Wir beginnen mit der Trapez-Regel.

Fehlerabschétzung fiir die Trapez-Regel.

Trapez-Regel: Es ist n = 1 und sie ist exakt fiir m = 1, fiir den Peano-Kern ergibt
sich:

1
Ki(t) = ﬁRl(Z’;ﬁ)

= / (x — t)ldx — b- a[zt,l(a) + 2,1(D)]
= {%(l‘—t)ﬂt—b_a(b_t)
= [0~ (- )b 1)
:%(b—t)[b—t—b+a]

1

= 5= t)(a—1).
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Da Ki(t) < 0 fiir alle t € [a, b] gilt, konnen wir den zweiten Teil von Satz 1.22
zum Abschitzen verwenden. Wir erhalten:

b
b
Ri(2?) = / ridr — Ta(a2 +v?)

:153 13_lb3+1a3_@ a_b2
3 3 2 2 2 2
1, 1.5 a®  ab
B By X B Tl
6" "6 "2 2
1
= —p)3
Ly
Also existiert zu jedem f € C?[a,b] ein & € [a, b] mit
f”<§) 1 3 h? " : b—a
_ g —b)P = —— t h = . 1.2
Ry = L0 o= ey i = 2 12)

Fehlerabschitzung fiir die Simpson-Regel.

Es sind n = 2, m = 3, dann gilt nach einiger Rechnerei:

Ko(t) = U= (g 42— 3t) fira <t < %P
T 3t — 20— b) fiir S <t <b
und Kj3(t) <0 fiir alle ¢ € [a,b]. Aukerdem gilt:

(b—a)®
120

RQ(ZL‘4) = —

Daraus folgt:

b—a

b= ey Py o
FO©) =~ po ) mit n ="

2880

R2(f) = -

Fehlerabschitzung fiir die zusammengesetzte Trapez-Regel.

Seien nun zy, ..., T, gegeben. Sei

Thzh-<@+;f@j>+@)

die zusammengesetzte Trapez-Regel.

Satz 1.23 Ist f € C*a,b] und 11,(f) die Niherung an fabf(a:)da: aus der zu-
sammengesetzten Trapezregel (siehe Abschnitt 1.2), so gilt fiir den Fehler
h2(b — a)

2 pre)

R(f) = I(f) = Tu(f) = -

mit einem & aus |a, b].
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Beweis: Wir benutzen (1.2) auf jedem Teilintervall [x;, 41|, das heifit es existiert

ein & € [, ;41| mit
Tj+1
> [ s

/f

M1

T
J=0 "%
n—1 h h3
-2 (5(1“(%) + () — Ef”(@))
h n—1 /,
- T >
7=0
h2 b— 1 n—1
NG U= ST
§j=0

gilt und f” stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a,b] mit
f(&) = c. Also folgt

[ e =) - 20 e

und daraus schlieflich

h%(b — a)

R(P) = 1(F) = Talf) = =22 17(6).

QED

Bemerkung: Im Fall der Trapez-Regel liegt also sogar quadratische Konvergenz
vor!

Fehlerabschitzung fiir die zusammengesetzte Simpson-Regel.

Fiir die zusammengesetzte Simpson-Regel ergibt sich

hi(b — a)

=0 FH(€) mit € € [a, D).

R(f) = I(f) = Su(f) = =
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Fehlerabschitzung fiir die Gaufs-Quadratur.

Lemma 1.24 Sei Q,, die GaufS-Quadratur in n + 1 Punkten aus [a,b] mit zu-
lassiger Gewichtsfunktion w. Dann hat der zugehirige Peano-Kern K,, fir 0 <
m < 2n+ 1 genau 2n + 1 — m Nullstellen in |a,b]. Insbesondere wechselt Koy, q
auf a,b] das Vorzeichen nicht.

Satz 1.25 Sei Q,, die Gauf-Quadratur in n+ 1 Punkten aus [a,b] mit zuldssiger
Gewichtsfunktion w. Zu f € C?""2[a,b] gibt es ein £ € [a,b] so, dass

_ e

b
Rl = T0) = Q) = Tt [ ) s ()

wobei wie Gblich hyi1(x) =[] (x — x;).

j=0
Beweis: Wegen Lemma 1.24 darf man den 2. Teil von Satz 1.22 anwenden. Man

erhalt (2ns2)
f (S)R (SL’2n+2)

Ba(f) = (2n+2)1 "

und rechnet nach, dass

R, (£%2) = / (@) (g (2))?

gilt. QED

1.5 Romberg-Verfahren

Wir benétigen folgende Begriffe.

Definition 1.26 Die Bernoulli-Polynome By, € 1l fir k = 0,1,... sind rekursiv
definiert durch:

By(t) =1

1
und By, (t) = Br_1(t) und / Bp(t)dt=0 k=1,2,....
0

Die Zahlen by, := k!By(0) heiffen Bernoulli-Zahlen.

Das (k + 1)-te Bernoulli-Polynom entsteht also durch Integration aus dem k-ten,
wobei die zweite Bedingung die Integrationskonstanten festlegt. Es gilt:

Bi(t)=1= Bi(t) =t +C.
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Wegen
! 1, b :
t+C= |2+ Ct| =-+C=0
0 2 2

0

folgt C' = %, also
Ahnlich ergibt sich

Lemma 1.27 Es gilt:
1. By elly firk=1,2,....
2. Bp(t) = (=) Bi(1 —t) fiir k=0,1,2,....
3. Br(0) = Bp(1) fir k=2,3,....

4. Firm =1,2,... besitzt das Polynom Bs,, — B, (0) genau die Nullstellen
0 und 1 im Intervall [0, 1] und das Polynom Ba,,+1 genau die Nullstellen 0,
L und 1.
2

Mit Hilfe der Bernoulli-Zahlen untersuchen wir nochmals den bei der zusammen-
gesetzten Trapez-Regel entstehenden Fehler in Abhéngigkeit der Intervalllinge
h. Sei dazu wie bisher

m—1

Th(f) = h(%f(a) 3 fay) ¢ %f(b))

j=1

mit h = b’T“ und zp = a, x; = a+jh und x,, = b der Wert der zusammengesetzten
Trapezregel.

Satz 1.28 (Euler-McLaurinsche Summenformel) Seil € N und f € C*([a,b]).
Dann gilt

~
I
—

by;h%
< (27)!

) )] ¢ B e

fiir ein & = &(h) € (a,b).

Beweisidee: Partielle Integration von [ f(t)dt = [ Bo(5%)f(t) und Mittelwert-
satz der Integralrechnung.
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Korollar 1.29 Ist f periodisch auf [a,b] und geniigt den Voraussetzungen aus
Satz 1.28, so gibt es ein £ € (a,b), so dass

Beweis: Da f periodisch auf [a, b] ist, gilt
FO0b) = f9(a) fiir alle i = 0,1,...,2L.
QED

Im Wesentlichen besagt die Euler-McLaurinsche Formel also, dass man den Fehler
bei der zusammengesetzten Trapezregel schreiben kann als

Ti(f) — I(f) = ash® + ash* + - - + ay_oh™ " + ay (h) R

mit Koeffizienten as, ay, ..., asy_o € R und einer Funktion ay : R — R. Genauer
gilt:
bo; - -
oy = oy (100~ 1w
b—a)b
und  a(h) = LD pen () (13)

(20)!

Weil f@)(¢) als stetige Funktion auf [a, b] beschriinkt ist, ist auch ay beschrinkt,
weshalb gilt

lim T3,(f) = 1(f).

Allerdings geht der Rechenaufwand fiir h — 0 gegen Unendlich. Die Idee des
Romberg-Verfahrens ist es nun, Ty(f) durch , Extrapolation” folgendermafen ab-
zuschiitzen: Setze 7 = h? als das Quadrat der Intervallléinge.

1. Sei g(7) := Tz (f) fiir alle 7 # 0, g(0) := To(f).

2. Bestimme g(70), ..., g(n) fiir [ + 1 Stiitzstellen 7; := h? fiir Intervalllingen
ho, ...,y mit hy = =% m; € IN.
J

3. Interpoliere g an den [ + 1 Stiitzstellen durch ein Polynom p € II;, also mit

p(Tj):g<Tj):Thj<f>7 .7:077l

4. Approximiere
b
100) = [ f()ds = lim i) ~ i p(47) = p(0).
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Weil wir das Interpolationspolynom nicht selbst kennen miissen, sondern nur an
seinem Wert an der Stelle O interessiert sind, bietet sich zur Berechnung das
Verfahren von Neville-Aitken (siehe Numerik I) an.

Nach Satz 6.6 aus Numerik I kann folgende Formel verwendet werden: sei PF(7)
das Polynom, das g an den Stiitzstellen 7;, 7;,1, ..., 7,1 interpoliert. Dann gilt:

(7 — Ti)Pi]fH — (7 - Ti+k+1)Pik

Pt (r) =
Tivk+1 — T4
Fiir PF := PF(0) gilt somit

k—1 k—1
TP — T

Pk —

T
Ti — Tit+k

und die Werte lassen sich berechnen durch folgendes Schema:

ho P(%):Tho(f)

\
N
o P =T () N
p11< P
ho PQOIThQ(f)< P12/
Pl /

hs PO=To(f)

Jeder der Eintrige stellt eine eigene Quadraturformel dar. Verwendet man z.B.

T, = 2_2ih3 bZW. hz = 2_ih0,
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so erhilt man aus der ersten Spalte:

B W .

P! : _
t 2—2zh% _ 2—21—2h%
- = 1— 14 = %Thi+1<f> - %Thl<f)
4

2m;—1
_ %(%f(a) 3 fat b+ %f(b))hm
j=1

- é(%f(a) + W:lf(a + jhi) + %f(b))hi

Th,
// | —_
Z ! 7 \ T /
I \ 27 <Chitiy m; = 3
] N 2 : N/ 2
|
I I _
| | | mit1 =6
| | I
| | |
—
Gewichte: ¢ h; F—--- b
i+1
ter Term: & 4 4 4 44 4
erster Term: 3 3 3 3 3 3 5
) 2 2 2 2
zweiter Term: —g 0 -3 0 —35 0 —5
. 1 4 2 4 2 4 1
gesamt: 3 3 3 3 3 3 3

Man erhilt also genau die zusammengesetzte Simpson-Regel.
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Bemerkung: In der Literatur wird das Schema anders nummeriert, ndmlich durch

he Too = Th(f)

N\
T4 N
h Tio=Th(f) < Too N
15, < T33
B Too=Tiu(f) Ty~
7y~

hy Tso0 = Thy(f) 4

mit 75, = Pik—k bzw. PF = Tt und

7

2 2
hl;sz‘Jc—l - hiTi—l,k—l
5 .
hifk —h;

Tip =

Zum Abschluss untersuchen wir, wann Romberg-Quadraturen exakt sind.

Satz 1.30 Die Romberg-Quadraturen PF(f) (bzw. Tiiyx(f)) sind exakt fiir Po-
lynome vom Grad kleiner gleich 2k.

Beweis: Ist f € Iy, so folgt, dass f*) konstant ist, also ist ag(h) in (1.3) auf
Seite 26 konstant. Es gilt asx(h) = ag,. Nach Satz 1.28 erhalten wir, dass

Tu(f) =I(f) + agh® + agh* + -+ + a2k—2h2k_2 + azkh%

ein Polynom vom Grad kleiner gleich &k in der Variablen h? ist, beziehungsweise
dass
9(r) = Tz (f) = I(f) + az7 + aum® + -+ + a7

ein Polynom aus II, ist. Aufgrund der Eindeutigkeit der Polynominterpolation
folgt

QED
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Wie wihlt man die Schrittweiten hy = b;—k“? Dazu gibt es die

e klassische Romberg-Folge:
ng = Qk = h, = %hkfl.

Der Vorteil liegt darin, dass Funktionsauswertungen von einem Schritt ¢ auf
den néchsten Schritt ¢ + 1 wiederverwendet werden kénnen. Der Nachteil
ist, dass die Folge sehr schnell wéchst!

e harmonische Folge:

Im Gegensatz zur klassischen Romberg-Folge wichst diese langsamer, doch
sind alte Funktionsauswertungen im (i+ 1)-ten Schritt unbrauchbar. Daher
wahlt man als Kompromiss die

e Burlisch-Folge:

Ng =
k
Nog—1 = 2
Nor = 3- 2]?71.
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1.6 Zusammenfassung

Ziel: e Finfache Formel fiir

Interpolationsquadraturen

Seien xy, ..., x, gegeben. Sei

b
Qu(f) = / (Lo ) ()

e Quadratur @), Interpolationsquadratur < @Q,, Vp € 11,, exakt
e Q,(f) ist eindeutig bestimmt
e Newton-Cotes Formeln: Trapez-Regel, Simpson-Regel, . ..

— n ungerade: exakt auf II,

— n gerade: exakt auf 11,4

Zusammengesetzte Newton-Cotes Formeln

Tu(f) = (%f(ﬂfo) + mz_:l f(a:) + %f(ﬂfm))

i=1

f(o5) +4f(22541) + f($2j+2))

Gault’sche Quadraturen

Wihle auch zo, ..., x,. Sei Q,(f) Gauk’sche Quadratur falls exakt Vp € Iy, 1.

e Q.(f) = f;w(:c)(Lnf)(x)dx Gauf’sche Quadratur
& [ w(@)hn (@)p(@)de(= (hnsr, p)e) = 0.

e Konstruktion der w-orthogonalen Polynome (Orthogonalbasis)
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® Zg,...,x, sind Nullstellen des Polynoms p € I1,,, das (p,.1, f) = 0,Vf € 11,
erfiillt.

e Gewichte alle > 0!

— I =[-1,1], w = 1 = Legendre-Polynome
- I=[-1,1, w(z) = \/1%7 = Tschebyscheff-Polynome
Fehleranalyse

° Qn(f) — Iw(f), Vf e C[a, b], falls Qn(p) — Iw(p)’ Vp € Tl und Z?:o |a§n)| <
C, Vn.

e Gaulk-Quadraturen konvergieren
e Newton-Cotes nicht

e Restglied R,(f) = L.(f) — Qn(f)
e Peano-Kern: K,,(t) := SR, (2},)

e (), auf II,, exakt. Dann

= [P K, (t) fmDtdt
— Wechselt K, das Vorzeichen nicht, so existiert £ € [a, b]:

FUE) b
1) R, (x™).

R.(f) =
e Trapez-Regel: Ri(f) = —]f—;f"(f)
e Simpson-Regel: Ry(f) = —g—;f(4) (€)

e zusammengesetzte Trapez-Regel: R(f) = hQ(b a) 7€)

e zusammengesetzte Simpson-Regel: R(f) = A ggoa fH ()

e Gauk: R,(f) = f@n”)(g) f Mg ())*dx

2n+2
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Romberg-Verfahren

e Fuler McLaurinsche Summenformel:

Tu(f) = I(f) = ash® + ash* + - - S h® T a2l<h)h21

e Extrapolation:
Lo =0 g(r) :=Tu(f)
2. Bestimme g(79), ..., g(n) mit 7; = (=%)2
3. Interpoliere g durch Polynom p (Neville-Aitken)
4. Ty(h) == p(0)

e Romberg-Quadraturen PF (Interpolationen 7;, ..., 7)) exakt Vp € Iy,
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Kapitel 2

Approximationstheorie

In diesem Kapitel wollen wir eine Funktion f durch eine “einfache” Funktion u
(mit w € U C Cla,b], zB. U = II,, ) anndhern. Bei der Interpolation sollte
u an gegebenen Punkten mit f {ibereinstimmen (s. Numerik I, Kapitel 6). Bei
der Approximation soll u die Funktion f im ganzen Definitionsbereich “gut”
darstellen. Unter “gut” verstehen wir, dass || f — /| klein ist und beschéftigen uns
hauptséchlich mit der Tschebyscheff-Norm || o := maxgejq | f ()]

2.1 Approximationssitze von Weierstrafs

In diesem Abschnitt wollen wir den in Abschnitt 1.4 schon benutzten Satz von
Weierstraf (Satz 1.19) beweisen. Dazu benutzen wir so genannte Korovkin-Operatoren.

Definition 2.1 Fine Abbildung K : Cla,b] — Cla,b] heifit monoton, falls fir
alle f,g € Cla,b] gilt

f(x) <g(z), Vxe€lab] = Kf(zr)<Kg(z), Vz€la,b.
Eine Folge K,, : Cla,b] — Cla,b], n € N heifit Korovkin-Folge, falls
(a) K, ist monotoner, linearer Operator fir alle n € N.
(b) limy, oo | Knf — flloo = 0 fiir f € {1,z,2%} (gleichmipige Konvergenz).
Bemerkung: Ist K, Korovkin-Folge, so gilt
Tim K, f — flle =0, ¥f €T,
denn: f € Il lisst sich schreiben als f(z) = ax + Sz + - 1, also ist

|Knf — fll = HaKn(:cQ) + K, (x) + 7K, (1) — ar? — Bx — Y|, da K, linear
< all Ko? — ) + |8l K — 2] + |71l — 1]

~
—0 —0 —0

— 0 fiir n — oo.
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Uberraschenderweise folgt aus der gleichmiRigen Konvergenz auf I, sogar die
gleichméfige Konvergenz fiir alle stetigen Funktionen!

Satz 2.2 Ist {K,} eine Korovkin-Folge auf Cla,b], so gilt

lim || K f — flleo = 0 fiir alle f € Cla,b].

Beweis: Ist f stetig auf [a, b], so ist f sogar gleichméRig stetig auf [a, ], d.h. zu
€ > 0 existiert ein 9 > 0, so dass

lf(z) = fy)] < % fiir alle z,y € [0, 1] mit |z — y| < 4.

Sei nun ¢ € [a, b] fest.
o Falls [z —t[ < 4§ gilt also [f(z) — f(t)| < 5.

e Falls [z —t] > 4, so gilt

[f () = O < @)+ [FO] < 2[ flloo

z—t\
<ol (55)
—_——

Zusammen erhalten wir

3 z—t\°
VwEMﬁLLﬂ@—f@ﬂé\é;Hmﬂh(—g—)- 1)

Seien nun

pmﬁzﬂﬂ—é—mum(xgﬁz

o)

@) = 10+ 5+ 2151 (T5)

Dann l&sst sich (2.1) schreiben als

() < f(x) < q(x), V€ la,b). (2.2)

K, ist monoton fiir alle n, also gilt K,pi(x) < K, f(x) < K,q(z). Weil p, ¢; €
II5]a, b] konvergiert die Anwendung der K,, auf sie gleichméfig (in z), d.h.

|Kth(fE) - qt(x)| — 0 fiirn — o0
|Knpt($) —pt(x)| — 0 firn — o
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fiir alle x und fiir alle t.
Wir mochten nun ein N € N, so wihlen, dass fiir alle n > N, fiir alle z € [a, ]
und fiir alle t € [a, b] gilt

[ Kngi(2) — ()] <
[ Kope () = pu()] <

Dazu ist gleichméfige Konvergenz von K, ¢ () —
zeigt man fiir ¢, wie folgt:

£
3
3
—. 2.3
. (23)
a

() in x und in ¢ nétig. Diese

N2
M@=f®+§+ﬂﬂu@yw
_ € 27f2||f||oo (RAES (FAES
_1(f(t)+§+T)—4t TR i

Man beachte, dass ein Polynom vom Grad zwei in z vorliegt. Aus letzterer Uber-
legung ergibt sich:

| Knae(w) — qi(w)] = '(Knl —1) [f(t) + % n %]
+ (Ko — 1) {%] K ) [2||(J;||oo]
< 1861 = e (151 + 5 + 241
1 — o 2 g2 gy W

mit ¢ := max{|al, |b|}. Dieser Ausdruck hingt weder von z noch von ¢ ab und

strebt gleichméfig gegen Null. Fiir p; erhédlt man analog einen &hnlichen Aus-
druck.
Damit finden wir also N € N, so dass (2.3) gilt und erhalten daraus:

pi(@) = 5 < Kof(@) < ale) + 5. (24)

Es folgt fiir alle z, t und n > N:
pi(@) — aie) = 5 < () - <> )

< F(@) — Kouf(2), weil o f(z) < i) +

< fx) — pe(x) + %, durch py(z) — § < K, f(z) aus (2.4)

< qi(a) = pula) + =, da f(2) < gi(x) nach (2.2).

€
3’
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Insbesondere gilt das auch fiir £ = x. Wegen

Pe() = () = f(2) = 5 = 2/ flloc - 0 = f(2) = 5 = 2[[flloc - O

=2
gilt also
—2e— < flo) — Kuf(z) < 2+
oder
|f(z) = Knf(z)] < e
fiir alle n > N und z € [a, b]. QED

Jetzt kann man zeigen, dass jede stetige Funktion beliebig gut durch Polynome
approximiert werden kann, indem man eine Folge von Korovkin-Operatoren

K, : Cla,b] — 11,

angibt, die jede stetige Funktion auf ein Polynom abbilden. Das wird durch die
Bernstein-Operatoren erfiillt.

Notation 2.3
B, : C[0,1] — II,(R),

definiert durch

] n

B.f(z) := (n) f(i)xj(l —z)" 7, z2el0,1]
7=0

nennt man Bernstein-Operatoren.

Satz 2.4 Die Bernsteinoperatoren bilden eine Korovkin-Folge auf C[0,1].

Beweis:
(a) Die B, sind linear und monoton, da x > 0 und 1 —z > 0 fiir alle x € [0, 1].

(b) Zu zeigen bleibt noch: B, f — f — 0 fiir n — oo fiir f € {1,z,2%}.
Wir betrachten zunéchst den Fall f(z) = 1:

Byl(z) = Xn: (”) 21— 2" =1=1(z),

=0 \J
nach dem Binomischen Lehrsatz, also ist B,1 = 1.
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Sei nun f(z) = x:

Bhx = =1 —z)"
7=1
n—1 .
=2 ( : )j ELp (1 — gyt
=\ +1 n
n—1
-1 . —1
=z (n ):L‘j(l x)("_l)_], denn (x)y = (x )
=\ J y)x  \y—1
N :Vl >4
=z = f(z)
Wir betrachten abschliefend f(z) = 2%, Nach etwas Rechnen erhélt man
-1
B,f(x) = "+ .
n
und somit
1 x 1 x
_ B, _ |2 2 Ll _ L2 ¥
£(2) — Bf (@) = |z Tl = |lq2-
x? T 2
< |—l+ |- < ——=0,
nl = n
also ||f — Bpfllee — 0 fiir n — oc. QED

Damit folgt der Satz von Weierstraf:

Satz 2.5 (WeierstraBl) Zu jedem f € Cla,b] und jedem e > 0 gibt es ein Poly-
nom p so, dass || f — plle < €.

Beweis: Fiir [a,b] = [0, 1] folgt die Aussage aus Satz 2.2 und Satz 2.4. Im allge-
meinen Fall sei f € Cla, b]. Wir definieren

g(s) :== f((b—a)s+a) € C[0,1].

Zu g existiert ein Polynom ¢, so dass ||g — ql|s < &. Sei weiterhin p(t) := q(;=2),
t € [a,b]. Dann ist p ein Polynom und weil t = (b — a)s + a dquivalent ist zu

=2 = s folgt
t—a t—a
t) —p(t) = -
ft) = p(t) g(b_a> q(b_a)
und daraus
If = plloe = llg = dlle <&,
also ist p das gesuchte Polynom fiir f. QED
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Bemerkung: Fiir f € Cfa,b] definiert man die Bernstein-Operatoren vermaoge

w5 ()rlero-o) (22 (55)

(. 7\

~~

e mar a,b] = [0,1] via @

abbildet.

Ubungsaufgabe: Wandeln Sie B,f so ab, dass sie eine Korovkin-Folge auf
C'la, b] erhalten. (Das ist ein alternativer Beweis zum Satz 2.5).

In Satz 2.5 haben wir den Abstand zwischen der Funktion f und ihrer Approxi-
mation durch

I =l = max |f(@) = g(a)

gemessen. Statt der Norm || - || verwenden wir im folgenden Satz die Ly[a, b)-
Normen, die durch

b
1l = { / (@) e

definiert sind.

Satz 2.6 Zu jedem f € Cla,b] und jedem e > 0 gibt es ein Polynom q so, dass
If —all, <e.
Beweis: Sei ¢ > 0. Nach Satz 2.5 gibt es ein Polynom ¢, so dass || f —q||lec < &’ :=

(bfa). Dann gilt
b
I —alr = / (@) = g(o)|Pda
¢ b
<|If =gl / 1z
1 — g% (b —a) < (P (b —a) =<,
also || f — g, < & QD

Von Weierstraft stammt auch das folgende Approximationsresultat fiir trigono-
metrische Polynome, das wir ohne Beweis angeben:

Satz 2.7 Zu jedem f € C(R) mit Periode 2w und jedem ¢ > 0 existiert ein

trigonometrisches Polynom T so, dass ||f — T'|c <€ und || f —T||, < € fiir alle
L,[0,27]-Normen.
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2.2 Existenzsatze

Wir verallgemeinern nun den Begriff der Approximation.

Definition 2.8 Sei V' ein normierter Vektorraum und M C 'V eine Teilmenge
von V. Sei f € V. Dann heifst u* € M beste Approxrimation an f, falls

\f—u*|| < ||f — ul| fir alle w € M.
Man nennt d(f, M) := infycp || f — u|| den (Minimal-)Abstand von f zu M.
Beispiele:

1. V = Cla,b], M = T4fa, b]: Approximation einer stetigen Funktion f € V
durch ein Polynom bis Grad 4.

2. V. =R" M C R™ Approximation eines Punktes durch einen (anderen)
Punkt aus M. Hierbei ist d(z, M) der Abstand des Punktes = € V' von der
Menge M.

Fir |- || = - ||2 ist u* die orthogonale Projektion von x auf M.

Punkte gleichen
Abstands

N

(5 ”
M

Fiir || - || = - ||z ist «* wie in der Abbildung,.

CERY

3. In der linearen Ausgleichsrechnung (Numerik I, Kapitel 4.2) sind A € R™"
mit m > n und b € R™ gegeben. Gesucht ist ein z € R", sodass || Az — b||2
moglichst klein ist. Wir formulieren das Problem zu einer Approximations-
aufgabe um: Seien V =R™, M = {Az : x € R"} und b € V gegeben. Finde
u* € M, sodass ||b — u*|| moglichst klein ist.
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Definition 2.9 Ses M C V, V normierter Vektorraum. M heifit Existenz-
menge, falls es zu jedem f € V eine beste Approzimation auf f gibt. M heifst

Tschebyscheff-Menge, falls es zu jedem f € V genau eine beste Approximation
gibt. M heift dicht in V', falls d(f, M) =0 fir alle f € V.

Beispiele:
e 11, C Cla,b] ist keine Existenzmenge, aber

e der Satz von Weierstrak (Satz 2.5) besagt, dass fiir M = Il — den Raum
aller Polynome — gilt

(. M) = inf 1]~ al
= 0 fiir alle f € Cla, b],
also liegt I, dicht in Cf[a, b].
e Dagegen ist I4[a, b] nicht dicht in Cfa, b].
e Jede konvexe, kompakte Menge M C R™ ist Tschebyscheff-Menge bzgl. ||-||2.

e Brgl. ||-||1 ist z.B. ein gleichschenkliges Dreieck mit achsenparallelen Kanten
keine Existenzmenge.

h 45°

e Q liegt dicht in R, ist aber keine Existenzmenge.

Lemma 2.10 Sei M eine kompakte Teilmenge eines normierten Raums V. Dann
1st M Existenzmenge.

Beweis: || - || ist stetig, genauer: Sei f € V. Betrachte

p:V—-~R

v | f =
Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § := £, sodass
[o(v) =) = [If —vll = [If —ulll <flu—-v] <e

fiir alle u, v mit |ju —v|| < J. Also ist ¢ eine stetige Funktion auf einer kompakten
Menge und nimmt entsprechend ihr Minimum an. QED
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Lemma 2.11 Es gilt: |d(f, M) — d(g, M)| < ||f — g|| fir alle f,g € V, V nor-
mierter Vektorraum und M C V', d.h. der Minimalabstand hingt stetig von dem
zu approzimierenden Element ab.

Beweis: Seien f,g € V', e > 0. Wéhle u(e) € M so, dass ||g—u(e)|| < d(g, M)+e.
Dann gilt:

d(f, M) < ||f —u(@)| < |f —gll + llg + ule)|]
<|f—gll+d(g,M)+e

also d(f, M) —d(g, M) < ||f — ¢g|| + €. Analog erhélt man, wenn man f und g
vertauscht:

d(g, M) —d(f, M) < |[f = gll +

Zusammen ergibt sich:

also |d(g, M) — d(f, M)|

<||f — gl +¢ firallee >0
<|If —gll.

QED

Wir betrachten nun Mengen M C V mit weiteren Eigenschaften:

1. M konvexe Teilmenge von V.

2. M Unterraum von V.
Wir erinnern uns:

M konvex < Vr,y € M,VA € (0,1) : Az + (1 — Ny € M.

Es gilt:

e Jeder Unterraum ist konvex.

e O ist konvex.

e My, M, konvex = M; N M, konvex.

Im Folgenden bezeichnet 2 die Menge der besten Approximationen an f € V
aus M.

Satz 2.12 Sei V normierter Vektorraum und M C 'V konvex. Zu f € V existiere
eine beste Approzimation u* € M, d.h. LI(*f) #+ &. Dann gilt: Entwederu(*f) = {u*}
oder |U(y)| = oo und Uy ist konver.
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Beweis: Seien uq, us beides beste Approximationen an f, also

d(f,ur) = |[f —wall = If — w2l = d(f, ua).

Betrachte u := tu; + (1 — t)uy € M fiir beliebiges ¢ € [0, 1]. Dann gilt

If = ull = [(f —u)t + (f —u2)(1 = 1)
< ¢ [If = wl[ +1 =t || — ua]
N—— ——

=d(f,u1) =d(f,u2)

= d<f7 u1>7

also ist u auch beste Approximation an f und die Menge L{(*f) ist konvex. Weil
{tus + (1 — t)ug : t € [0,1]}]| = oo,

hat die Menge aller besten Approximationen — wie jede konvexe Menge mit mehr

als einem Element — unendlich viele Elemente. QED
Beispiele: V. =R% || - || =] - |1-
0 u*
u* M
M

konvexe Menge beste Genau zwei

beschreibt beste Approximation beste Approxi-

Approximation eindeutig mationen

Speziell fiir lineare Unterrdume M gilt die folgende Aussage:

Satz 2.13 Sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum eines normierten Vek-
torraums V. Dann ist U eine Existenzmenge. Weiterhin st fir alle f € V die
Menge der besten Approzimationen Z/{(*f) konvexr und es gilt entweder \Z/I(*f)| =1
oder |U;)| = oo.

Beweis: Weil U ein Unterraum ist, gilt 0 € U. Sei
Up=A{ueU:|f—ul <|f-0l}

die Menge aller Elemente aus U, die f mindestens genauso gut approximieren
wie 0. Es ist also LI(*f) c Up.
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Uy ist abgeschlossen (weil || - || stetig ist) und beschriankt (weil |ul| < [Ju — f]| +
I £l < 2] f]| fiir alle u € Up). Zusammen folgt, dass Uy eine kompakte Menge ist.
Nach Lemma 2.10 existiert also eine beste Approximation an f aus Uj. Diese ist
beste Approximation an f aus U.

Weil jeder Unterraum insbesondere konvex ist, folgt der zweite Teil aus Satz 2.12.
QED

Bemerkung: Die Voraussetzung “endlich-dimensional” ist notig! Betrachte dazu
V =Cla,b] mit |- || = || - [|o und U = Il[a,b]. Sei f € Cla,b] \ IIx[a,b]. Dann
gilt zwar d(f,U) = 0, aber weil f kein Polynom ist, wird dieses Infimum nie
angenommen.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die beste Approximation in Euklidischen
Raumen — sofern sie existiert — immer eindeutig ist.

2.3 Tschebyscheff-Approximation in Cla, b]

Wir untersuchen nun wieder die Approximation einer stetigen Funktion f &
Cla,b] durch u* € U C C|a, b]. Dabei betrachten wir als Abstand

[ = flloe = max Ju(z) — f(x)].
z€la,b]
Aus Satz 2.13 wissen wir, dass jeder endlich-dimensionale Unterraum U C C|a, b]
eine Existenzmenge ist. Um die Eindeutigkeit zu behandeln, betrachten wir uni-
solvente Rdume (siche auch Numerik I).

Definition 2.14 Sei U C Cfa,b] ein Unterraum von Cla,b] mit dim(U) = n.
Dann heifit U Haar’scher Raum der Dimension n, falls jedes u € U \ {0}
hochstens n — 1 Nullstellen in [a,b] hat.

Bemerkung: Ein Haar’scher Raum ist unisolvent beziiglich jeder Menge X C [a, b]
mit | X| > n.

Beispiel: Es ist II,, C Cla, b] ein Haar’scher Raum der Dimension n + 1, denn
jedes nicht-verschwindende Polynom vom Grad maximal n hat hochstens n Null-
stellen in [a, b].

Die Approximation einer Funktion beziiglich der || - ||ooc-Norm soll zunéchst an
einem ausfiihrlichen Beispiel demonstriert werden.

Beispiel: Betrachte I = [0, 1] und f(z) = 2* € C|0, 1].
Wir interessieren uns fiir die beste lineare Approximation, suchen also eine Funk-
tion u*(x) = a + Sz mit minimalem Abstand ||f — u*||» zu f.
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1

keine optimale Losung

Fiir den Fehler gilt:

I = e = mavs | (@) = ")

= max |2? — Bz — al.
z€(0,1]
Es gilt

e 22 — B2 — « wird als konvexe Funktion am Rand maximal, also fiir z = 0
oder fiir x = 1 mit Maximalwerten |a| oder |3 + a — 1].

o — 22 + Bz + a wird als konkave und differenzierbare Funktion am Rand
maximal, oder falls ihr Gradient gleich Null ist, also falls

—2x+ﬁ:0<:>x:%ﬁ.
Der Maximalwert betriigt dann |13 — 16 — a| = |a + 17|
Wir erhalten also
If = wlloc = max{|al, |3+ a = 1], Ja + 367 }.
Fiir welche «, 8 wird dieser Ausdruck minimal?

e Dazu miissen alle drei Terme den gleichen Wert annehmen. Man kann sich
das durch eine Fallunterscheidung leicht klarmachen: Sind die Werte nicht
gleich, gilt also zum Beispiel |a| > |34+ a + 1| und |a| > | + 157, so
kann die Losung verbessert werden, indem man « (auf Kosten von 3) etwas
reduziert. (Analog in den anderen Fillen.)

e Auferdem miissen die Vorzeichen der drei Terme alternieren; sonst konnte
man die Gerade ebenfalls verbessern (Skizze).
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Durch eine Skizze lassen sich beide Aussagen veranschaulichen: Ist eine der drei
Strecken ldnger als die beiden anderen, so kann man sie durch Verschieben und
Drehen von u auf Kosten der anderen verkiirzen und so u verbessern.

f

/ i 1
, 4

keine optimale Losung optimale Losung kann
durch Verschieben
erreicht werden

In unserem Beispiel erhilt man fiir den Fall

f(0) > wu™(0),  f(30) <u(38) und f(1)>u’(1)
die Gleichungen
—a:a+i52:1—a—ﬁ,d.h.2a+iﬁ2:0 und 1—-73=0.

woraus folgt, dass 6 = 1, a = —3 und [|f — ull = g. Da das Vorzeichen
alternieren muss, gibt es nur noch einen weiteren Fall: f(0) < u*(0), f(38) >

w*(33) und f(1) < u*(1). Dieser liefert keinen besseren Wert fiir || f — u* ||, also
ist
u (x) =z — %

die beste Approximation.

T T T

1

beste Approximation
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Das Beispiel motiviert die folgende Definition:

Definition 2.15 Sei U ein Haar’scher Raum der Dimension n iber [a,b]. Fine
Menge X von n+ 1 Punkten a < 21 < 29 < -+ < x,41 < b heifit Alternante
fir f € Cla,b] und uw € U, falls

sign(f(ay) ~ u(e) ) =010, 1<j<nt1

gilt mit einer Konstanten o € {—1,1}.

Eine Menge X ist also Alternante fiir f und w, wenn f —w in den z; alternierend
das Vorzeichen wechselt.

Satz 2.16 Sei U ein n-dimensionaler Haar’scher Raum tiber [a,b]. Gibt es zu
f € Cla,b] und u* € U eine Alternante X mit

o) —w @) = 1f ~wler  1Sj<n+,
so ist u* eine beste Approrimation an f aus U.
Beweis: Sei X = {z1,...,2,, x,41} Alternante mit
sign(f(z;) —u*(x;)) = o(=1) fiiralle 1<j<n+1
fiir ein festes o € {—1,1}. Sei u € U. Wir wollen zeigen, dass
1f =l < [1f = ullco-
Dazu rechnen wir

17—l = 1) —w'Cay) firj=1...n+1
= (f(z;) —u*(z;))o(—1) firj=1,...,n+1

= (f(z;) — w(zy))o(=1) + (u(z;) — u*(z;))o (1)
fir j=1,...,n+1 (2.5)

Um diesen Ausdruck weiter abzuschétzen, zeigen wir zunéchst, dass es ein j, €
{1,...,n — 1} so gibt, dass

(u(zs,) — w'(25))(~1)°0 < 0. (2.6)
Dazu nehmen wir an, dass (2.6) fiir kein j, giiltig ist. Das heifst,
(u(z;) —u*(z;))(=1)70 > 0 fiir alle j € {1,2,...,n,n+ 1},
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also wiirde u —u* in jedem der n Intervalle (x;,x;11), 7 = 1,...,n das Vorzeichen
wechseln. Nach dem Zwischenwertsatz hétte die stetige Funktion u — u* also
mindestens n Nullstellen. Aber u — u* € U und U haben wir als Haar’schen
Raum der Dimension n vorausgesetzt. Somit gilt:

u—u" =0 oder u — u* hat hochstens n — 1 Nullstellen.

Daraus ergibt sich also v = u*; das aber ist ein Widerspruch zu u(z;) # u*(z;)
an den Punkten xy,...,z,.1.

Wir verwenden die eben gezeigte Aussage, um || f —u*|| in (2.5) weiter abzuschét-
zen, indem wir fiir j den Index j, wihlen, der (2.6) erfiillt. Wir erhalten:

1f = wlloe = (f (250) — ul@jo))o(=1)" + (ulwj,) — u"(x5,))o(=1)"

J/

<0 nagﬁ (2.6)
< [f (o) — ulzjo)| < 1f = ulloe

QED

Um eine beste Approximation zu finden, macht es also Sinn, f zunéchst auf einer
diskreten Menge X = (x1,...,%,51) zu approximieren. Wir fithren die folgenden
Bezeichnungen ein.

Notation: Einen Vektor X = (z1,...,2,1)T ER"™ mita <2 <1y < -+ <
Tn < Tni1 < b nennen wir Referenz. Wir definieren

= F)lxlloo o= _maxue) = f(w0)].

-----

Gilt fir uw* € U dass

(" = lxlloo < [l(w = f)lxll

fuir alle w € U, so nennt man u* beste Approximation an f aus U auf
der Referenz X, oder diskrete Approximation auf X oder Tschebyscheff-
Approximation an f aus U auf X.

Korollar 2.17 Sei U ein Haar’scher Raum der Dimension n iber [a,b]. Gibt es
zu f € Cla,b] und u* € U eine Alternante X mit

|f(xj) —u(x;)| = const  firallel <j<n+1

(das heifst dann, dass | f(x;) — u*(z;)] = ||(f — u*)| x|l fiir alle1 < j <n+1),
so ist u* Tschebyscheff-Approximante auf X an f aus U.
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Beweis: Der Beweis verlduft genau analog zu dem Beweis von Satz 2.16, nur
betrachtet man statt ||f — u*||ooc den Ausdruck ||(f — u*)|x|lco beziehungsweise
statt ||f — ul|co den Ausdruck ||(f — u)|x||oo- QED

Das ergibt folgende Idee, um eine beste Approximation iterativ anzunahern.
1. Starte mit Referenz X und bestimme u* € U so, dass

e X ist Alternante fiir f und u*

o |f(x;) — u*(z;)| = const.

Dann ist u* beste diskrete Approximation an f aus U auf X (nach Korol-
lar 2.17).

2. Gilt zusétzlich, dass ||f — u*|| = const(= ||(f — u*)|x||), S0 ist u* beste
Approximante an f aus U auf ganz [a, b] (nach Satz 2.16).

3. Sonst verdndere die Referenz X und gehe zu 1.

Wir werden im Folgenden besprechen,

e wie man in Schritt 1 die diskrete Tschebyscheff-Approximante berechnen
kann, und

e wie man in Schritt 3 die Referenz X geeignet modifiziert, so dass das Ver-
fahren konvergiert.

Wir beginnen mit der Berechnung der diskreten Tschebyscheff-Approximante.

Sei uy,...,u, eine Basis von U. Sei X eine Referenz und bezeichne
px = dx(f,U) = inf [(f —u)lxlle

den Minimalabstand von f und U bzgl. der Referenz X = (z1,...,2,.1)". Wir

suchen
n
* P— . .
u = E U,
j=1

genauer also die Koeffizienten ay,...,a,. Sei ox das Vorzeichen von f(z;) —
u*(x1). Dann miissen die folgenden n + 1 Bedingungen erfiillt sein:

f(z5) —u*(z;) :pXUX<—1)i_1, Vi=1,...,n+ 1.

Das schreiben wir um zu:

flai) = ajui(zy) + (—1)" oxpx 1<i<n+1.
j; T =Unt1l =i0n4l

bekannt Variable
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Als Gleichungssystem erhélt man n + 1 Gleichungen in n + 1 Variablen, wobei
wir zur Vereinfachung der Schreibweise

Upyr () = (1)

setzen. In Matrixform ergibt sich:

u(z) o un(@)  upga(a) aq f(z1)
ui(za) : Q2 _ f(z2) (2.7)
N U (Tpg1) o Un(Tnyr) un+1(.xn+1) ) Qnt1 f(@n 1)

-~

Ist dieses Gleichungssystem l6sbar? Wir benutzen den Laplaceschen Entwick-
lungssatz fiir die letzte Spalte. Sei dazu

u(z1) o up(a)
D; — u(zi1) o un(@io) c R™™,
ur(@iv1) o un(Tig)
U (Tpg1) o Un(Tnyr)
Dann gilt:
n+1
det(A) = (=1)" upy1(z;) det(D;)
i=1 N
=(=1)!
n+1
= det(Dy).
i=1
D; ist die zu den Punkten xy,...,2; 1,Zz11, ..., T, gechorende Interpolationsma-

trix, daher ist det D; # 0 fiir alle . Man kann sogar zeigen, dass alle det D; das
gleiche Vorzeichen haben, also gilt det A # 0. Auferdem gilt der folgende Satz:

Satz 2.18 Sei U ein Haar’scher Raum der Dimension n tber [a,b] und sei X =
a<m <x9 <+ < xpi1 =0 eine Referenz. Dann gibt es zu jedem f € Cla,b]
genau eine Losung der Tschebyscheff-Approximation. Man kann sie durch Lésen
des linearen Gleichungssystems (2.7) berechnen.

Beweisskizze:

e Weil (2.7) eindeutig lsbar ist, folgt die Existenz der Tschebyscheff-Approximation.
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e Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, muss man zeigen, dass jede Tschebyscheff-
Approximante auch Losung von (2.7) ist. Weil (2.7) eindeutig losbar ist,
folgt daraus die Behauptung.

Ubungsaufgabe: Sei U ein Haar’scher Raum der Dimension 7 iiber [a, ] und
sei X C [a,b] mit a < x; <--- <z, <b, also | X| = n. Bestimmen Sie dx (f,U)!

Bevor wir das Remes-Verfahren formulieren, machen wir uns die Idee, die beste
Approximation durch eine beste diskrete Approximation anzunihern, an folgen-
dem Lemma klar:

Lemma 2.19 Sei X eine Referenz. Dann gilt
Beweis: Sei u € U. Dann gilt

ICf = wlxlloe = _max | f(zs) —u@i)| < [If — ull

.....

und folglich

T
inf (= wlx ]l < inf [IF — ]l

also dx (f,U) < d(f,U). QED

Wenn man also d(f,U) durch dx(f,U) anndhern mdchte, ist die Referenz X
dafiir besser geeignet als die Referenz X', falls dx(f,U) > dx/(f,U), also falls
die Fehlerfunktion f — u% fiir die Tschebyscheff-Approximante u% beziiglich der
Referenz X moglichst grof§ ist! Diese Beobachtung wird im Remes-Verfahren wie
folgt ausgenutzt:
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Algorithmus 1: Remes-Verfahren

Input: f € Cla,b], U C Cla,b] Haar’scher Raum der Dimension n.

Schritt 1: Wihle Startreferenz X(©) = {xgo),...,xgg)rl , 7:=0,

Schritt 2: Bestimme die Tschebyscheff-Approximation u; auf X0U) an f. Sei
pi=dxo (f;,U) = [[(f = uj)lxw lloo-

Schritt 3: Falls dy()(f,U) = ||f —u}[lcc: STOP. Losung sei vj.

Schritt 4: Bestimme die neue Referenz XUt!)  die den folgenden drei
Bedingungen geniigt:
a) sign(f — u;)(xgﬁjﬂ)) = —sign(f — uj)(ngll)) fiir alle 1 <k <n.
B) |(f —u})(@lTV) > dyo) (f,U) fir alle 1 <k<n+1.

) [[(f —uj)lxu+nlloo = If = tjlloo-

Setze j:=j+ 1 und gehe zu 2.

Zunéchst analysieren wir Schritt 4:

e Bedingung a) bedeutet, dass die alte Fehlerfunktion f — u} auch auf der
neuen Referenz XU+1 alternieren soll.

e Bedingung b) besagt, dass die alte Fehlerfunktion f — u}, angewendet auf
die Punkte der neuen Referenz, nicht kleiner sein darf als an den Punkten
der alten Referenz.

e Zusammen mit Bedingung c) heifit das sogar, dass die alte Fehlerfunktion,
angewendet auf die neuen Punkte, maximal werden soll, also den Gesamt-
fehler || f — u}[| an einem der neuen Punkte annehmen muss.

Man versucht also, geméf der Aussage von Lemma (2.19), die neue Referenz so
zu wihlen, dass ihr Fehler moglichst grofs wird. Bevor wir uns mit der Konvergenz
des Remes-Verfahrens beschéftigen, zeigen wir, dass es in Schritt 4 immer eine
passende neue Referenz gibt.

Lemma 2.20 Es gibt eine Referenz XUtV die den Bedingungen von Schritt 4
geniigt, falls dxi) < || f — u}|oo-

Beweis: Die Referenz X) geniigt den Randbedingungen a) und b). Wir werden
daher nur einen Punkt aus X ) gegen einen neuen austauschen. Dazu bestimmen
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wir T mit
|f = uill = f(Z) — uj (%)

als einen Punkt in [a,b], an dem der Fehler maximal wird. Wegen
dxo < [If —ujlloo

ist ¥ # xy fiir k=1,...,n+ 1. Wir unterscheiden drei Falle:

1. Existiert ein k, so dass x,ij) <T< 5’71&21: so setze a:l(gjﬂ) = 7 falls sign(f —
uj)(x,(jﬂ)) = sign(f — u})(¥), sonst x,(jll := 7. Man ersetzt also entweder

a:,(gj) oder :L’,(i)rl durch Zz.

2. Falls 7 < xgj), setze xgjﬂ) = T. Falls sign(f — u})(z1) # sign(f — u;‘)(f),
setze aukerdem xlgjfll) = 2 fiir k = 1,...,n. (Im ersten Fall wird also =’

aus der Referenz entfernt, im zweiten Fall xif}rl)

3. Falls z > x,(fll analog zu Fall 2.

QFD

In der Praxis ersetzt man meistens mehr als einen Punkt aus X,

Jetzt konnen wir folgenden Satz iiber das Remes-Verfahren formulieren:

Satz 2.21 Sei U C Cla,b] ein Haar-Raum der Dimension n und sei f € Cla,b]\
U. Dann existiert genau eine beste Approzimation u* € U auf [ aus U auf |a, b].
Ferner bricht das Remes-Verfahren entweder nach endlich vielen Schritten mit
u* ab, oder es liefert Folgen {XW}, {uj} und {p;} mit folgenden Eigenschaften:

o {p;} konvergiert mindestens linear gegen || f — u*||. Genauver existiert eine
Konstante q € (0,1) mit

If =l = pjrs <q(lf =l =p5),  T€Ng

° {uj} konvergiert gleichmdf$ig auf I gegen die Lésung u*.

Beweis: Bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab, so gibt es ein
j € NO mit

pi = I = ujlxo lloe = I = lloc,
also ist uj beste Approximation an f auf I nach Satz (2.16).
Nehmen wir also an, das Verfahren endet nicht. Dann kann man zeigen, dass die
Folge (p;) aufgrund der Bedingungen a), b) und c) streng monoton wachsend ist.
Wegen Lemma 2.19 ist

Py < d(f? U)
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also ist die Folge nach oben beschrinkt. Daraus folgt Konvergenz.
Der Nachweis der mindestens linearen Konvergenz wird hier nicht beschrieben.
Die Eindeutigkeit folgt folgendermafien: Sei

{X@W} C Menge aller Referenzen,

dann besitzt diese eine konvergente Teilfolge, die gegen eine Referenz X™ konver-
giert. Sei u* die zugehorige Tschebyscheff-Approximante, die Losung von inf,c¢ || f—
]| ist. Sei @ eine weitere Losung des Approximationsproblems, dann ist 4 auch
eine Tschebyscheff-Approximation an f aus V auf [a.b]. Nach Satz 2.18 ist diese
eindeutig, also u* = . QED

Bemerkung: Die beste Approximation u* ist eindeutig und u; — w*. Aber die

Folge der Referenzen X ) hat nur eine konvergente Teilfolge, weil es zu u* mehrere
Alternanten geben kann, als Hiufungspunkte der Referenzen auftreten konnen.

Als Folge des letzten Satzes erhalten wir die “Riickrichtung” zu Satz 2.16:

Satz 2.22 (Alternantensatz) SeiU ein n-dimensionaler Haar’scher Raum tiber
la,b]. Ein Element u* € U ist genau dann beste Approximation an f € Cla,b),
wenn es eine Alternate X fir [ und u* mit

|flzg) —u (@) = If —v' e, 1<j<n+1
gibt. Die beste Approximation u* ist eindeutig bestimmt, die Alternante aber nicht.

Durch das Remes-Verfahren haben wir konstruktiv gezeigt, dass jeder Haar’sche
Raum eine Tschebyscheff-Menge ist. Der néchste Satz sagt, dass Haar’sche Rdume
die einzigen Tschebyscheff-Mengen sind.

Satz 2.23 Sei U ein n-dimensionaler Unterraum von Cla,b]. Dann gilt:

U ist Haar’scher Raum < U ist T'schebyscheff-Menge.
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2.4 Zusammenfassung

Ziel: e Nihere ein Objekt f (aus einem VRV ) durch ein “einfacheres Objekt”
an

o “ecinfacher”: Aus einer Menge M CV

o ‘“anndghern” || f —u*|| < ||f —ul|, Yu € M = u* ist beste Annéiherung (beste

Approzimation,)
Beispiele
o V="=Cla,bl, | - ||cc, M z.B. II,,: Approximation von Funktionen
o V=R" ||| bel. Norm, M C R": Projektion

o V=R" M={Az:2 € R"}, |- ||2: Ausgleichsrechnung (A € R"™")

Existenz- und Tschebyscheff-Mengen

e M Existenzmenge, falls eine beste Approximation u* € M existiert
e M Tschebyscheff-Menge, falls genau eine beste Approximation existiert
o M kompakt = M Existenzmenge

e M konvex = 7 keine, genau eine oder unendl. viele beste Approx. und
bilden eine konvexe Menge.

Speziell fiir Ca, b]

Satz von Weilerstrass

e Satz von Weierstrass:

Ve > 0,Vf € Cla,b] : Ip € U : || f — plloe < €

e Beweisskizze:
— {K,} Korovkin-Folge, falls K, linear und monoton ¥n und lim,, . || K, f—
fllso = 0 fiir f € {1,z,2%}

— Ist {K,} Korovkin-Folge, dann gilt lim,, o || K f — flloc = 0, Vf €
Cla, b]

— Ziel: Finde Korovkin-Folge K, : Cla, b] — Tl|a, b]

— Bernstein-Operatoren! = Beweis
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e Folge: Satz von Weierstraf gilt auch fiir || - ||,-Normen;

b
!Vhf=p/\ﬂ@mm

Tschebyscheff-Approx. in Haar’schen Raumen
e ... dh.
V = Cla,b], || flleo = m[a% |f(x)|, M ist Haar’scher Raum
z€|a,
e U ist Haar’scher Raum der Dim. n, falls jedes w € U \ {0} hichstens n — 1
Nullstellen hat.

o X ={x1 <2y < -+ < a1} C [a,b] heikt Alternante fiir f und w, falls
sign(f (z;) — u(z;)) = o(-1)), 0 € {—1,1}

e Kriterium: U C V Haar’scher Raum der Dim. n, f € [a,b], u* € U: Gibt es
eine Alternante X mit |f(z;) — u*(z;)| = [|f — v, 7 =1,...,n — 1, sO
ist u* beste Approx. an f (aus V)

Diskrete Approximation

o Gegeben: X = {zy,...,z,1}. Finde u* : ||(f — v")|x]loo < I(f — )| x]|c0s
YueU.

e Kriterium: u* € U ist beste diskrete Approx., falls
[ () = ()] < 10 = u")lxllo
fiir eine Alternate X fiir f und u*.
e Losen durch ein Gleichungssystem (n + 1 Var., n + 1 Bed.)

e Losung des diskreten Approx.-Prob. ist immer existent und eindeutig

Remes-Verfahren
e Starte mit einer Referenz X, j =0
e diskrete Approx. u¥) an f in X©)

Falls u'9) beste Approx. an f ist — STOP.

e sonst: neue Referenz durch Austauschen (eines) der Punkte in X )

Wichtig: [(/ — ) oo < 10 = )l oo 1

Es gilt: Konvergenz (sublinear) zu eindeutiger Losung
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Alternantensatz

e U Haar’scher Raum der Dim. n, f € C[a,b], u* € U ist beste Approx. an f
aus U bzgl. ||-||oc < es ex. eine Alternante X mit ||(f—u")|x]|c = || f—t" ||

e Beweis: Kriterium + Eindeutigkeit durch Remes-Verfahren

e Bemerkung: Fiir Unterrdume U gilt: Haar’'scher Raum < Tschebyscheff-
Raum (Tschebyscheff-Menge)
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Kapitel 3

Numerik gewohnlicher
Differentialgleichungen

3.1 Einfiihrung und Notation

Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel hauptsichlich mit gewohnlichen, explizi-
ten Differentialgleichungen erster Ordnung, gegeben durch

2'(t) = f(t, z(t)), tel=1la,b (3.1)
Dabei ist

o z : I — R eine gesuchte, differenzie/rl?are Funktion auf einem Intervall
I =a,b] CR (Kurve) und z/(t) = (5’315( )> der Tangentialvektor von x an
()
e f:DC (R xR? — R? eine gegebene Funktion.
Wir kldren zunéchst einige Begriffe.
Notation 3.1

e Fine Differentialgleichung heifit gewdéhnlich, wenn die unbekannte Funk-
tion x nur von einer reellen Variablen abhingt. Hingt x von mehreren Va-
riablen ab, d.h. gilt

r:B — R BCR,

so liegt eine partielle Differentialgleichung vor.

e Fine Differentialgleichung hat die Ordnung k, falls nur Ableitungen von
x bis zur Ordnung k vorkommen. Sie hat die Ordnung 1, falls nur die erste
Ableitung von x vorkommt.
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e Man nennt eine Differentialgleichung explizit, falls der hochste Ableitungs-
term isoliert auftaucht, ansonsten tmplizit.

o Fiir d = 1 nennt man die Differentialgleichung skalar, fir d > 1 spricht
man auch von einem System von Differentialgleichungen.

Beispiele:

o F(t,xz(t),2'(t)) =0, t € I = [a,b] mit einer gegebenen Funktion F' : R x
R? x RY — R? ist eine gewthnliche, implizite Differentialgleichung erster
Ordnung.

o yB(t) = g(t,y(t),...,y*V(t)), t € I = [a,b] mit einer gesuchten Funktion
y : I — R?, die k-mal differenzierbar ist, ist eine gewchnliche, explizite
Differentialgleichung der Ordnung k.

o 7/(t) = x(t), t € [a,b] ist eine gewShnliche, explizite, skalare Differential-
gleichung erster Ordnung.

Notation 3.2 FEine gewéhnliche Differentialgleichung der Form,
'(t) = f(z(1)),
bei der die rechte Seite nicht explizit von t abhdngt, heifst autonom.

Wir beschéftigen uns im Wesentlichen mit expliziten, gewohnlichen Differential-
gleichungen.

Beispiel:

ist eine gewohnliche, explizite und autonome Differentialgleichung (bzw. ein Sys-
tem von Differentialgleichungen) der Form

Eine Losung dieser Differentialgleichung ist
t
2(t) = (c?S( ))’
sin(¢)

2y (t) = cos'(t) = —sin(t) = —x(t),
oh(t) = sin'(t) = cos(t) = z(t).

denn
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Es gibt aber noch weitere Losungen, ndmlich

C - cos(t — t0)>

i(t)=C -zt —1t) = (c -sin(t — to)

fiir alle 5 € R und C' € R, denn

C' - cos(t — to) Z1(¢)
Veranschaulichung:
Die rechte Seite der Differentialgleichung beschreibt ein Vektorfeld

e () ()
) I

das man durch einen Vektor a(}?) in jedem Punkt (ﬁ;) skizzieren kann. Die

Losung x(t) = (Cos(t))) beschreibt eine Kurve im R?, zu der das Vektorfeld in

sin(t
jedem Punkt tangential ist.

14 / ..... /
Ot l ....... |
T SO \ ...... \
Y SN G

Lemma 3.3 Jede gewdhnliche, explizite Differentialgleichung der Ordnung k kann
in eine dquivalente Differentialgleichung erster Ordnung transformiert werden.

Beweis: Sei
y® @) =gt y®t),....y*" V@), tel

mit einer gesuchten, k-mal differenzierbaren Funktion y : I — R? gegeben. Defi-
niere x; : [ — R? durch

z;(t) ==y (t) fiir j=0,...,k—1.
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Dann gilt:

-\ /

zi(t) = y D' (1) = yU () = 2, (t) fiir 5 =0,... k — 2
und

2 (1) = y* V(1) =y W) = gt y(t), ..., y* V(1) = g(t. mo(t), ..., ara(2)),

also erhilt man das System

R 5 2/ (t) : Flt, ()
), _o(t) = w1 (t)
\x;c—l(t) =g(t,wo(t),..., vp-1(t)),)

in dem nur Ableitungen der Ordnung 1 vorkommen. Sei nun eine Lésung dieses
Systems gegeben durch eine differenzierbare Funktionen x; mit j =0,...,k — 1.
Dann ist

y(t) = wo(t)
k-mal differenzierbar, da
yD(t) = a;(t) fiir j =0,... .k —1

gilt und alle z; mindestens einmal differenzierbar sind. Weiterhin gilt:

y () = y* V() = ahy (8) = gt 2o(t), - i (8) = gLy (1), g (D).

QED

Die Losung einer Differentialgleichung ist im Allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt. In dem Beispiel auf Seite 59 hatten wir zum Beispiel zwei Parameter C'
und tg zu wahlen. Um die Eindeutigkeit zu erhalten, miissen die freien Variablen
durch zusétzliche Bedingungen festgelegt werden.

Notation 3.4 Ein Anfangswertproblem (AWP) einer gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung ist gegeben durch

'(t) = f(t,z(t)), x(to) = 0. (AWP)

Ein Randwertproblem einer gewdhnlichen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung ist gegeben durch

2'(t) = f(t,z(t),2'(t)), xz(a)=r. x(b)=mr

Dabei sind g, 74,71, € RY.
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Bemerkung: Die Gleichung z(t) = o besteht aus d Bedingungen, sie legt also d
Parameter fest (falls sie eindeutig losbar ist).

Bemerkung: Die numerische Behandlung von Randwertproblemen und Anfangs-
wertproblemen ist unterschiedlich. In dieser Vorlesung befassen wir uns mit An-
fangswertproblemen.

Wir kommen noch einmal auf autonome Differentialgleichungen zuriick.

Lemma 3.5 Seiz: I — R? eine Lisung einer autonomen Differentialgleichung
x'(t) = f(x(t)). Dann ist

y:]—>Rd,t»—>x(t—to)
auch eine Losung der Differentialgleichung und zwar fir alle ty € R.

Beweis:
y'(t) =2'(t —to) = f(z(t —t0)) = fy(?))
QED

Bemerkung: Im Beispiel auf Seite 59 haben wir die Aussage genutzt, um Losun-
gen zu erzeugen.

Bemerkung: Oft beschreibt der Parameter ¢ die Zeit. Die Aussage des Lemmas
lautet dann: Die Losung einer autonomen Differentialgleichung ist invariant ge-
geniiber Zeittransformationen.

Lemma 3.6 Jedes Anfangswertproblem der Form x'(t) = f(t,z(t)), z(ty) = xo
lasst sich in ein dquivalentes, autonomes Anfangswertproblem transformieren.

Beweis: Definiere s(t) := ¢ und y(t) = (ig))) Betrachte das autonome System

70 = (o) = (o) v9=Cln) = () ©2

e Sei z eine Losung von 2/(t) = f(t,x(t)), z(tg) = xo. Mit s(t) := t erhalten

vit) = (ccg) - (f(t,i«t))) - (f(S(t)l,x(t))) - (f<y1<t>>)’

also eine Losung von (3.2).

e Sei nun y(t) = (ig?)) eine Losung von (3.2). Dann gilt:

s'(t) = 1, setze also s(t) = t.
Damit ist
2'(t) = f(y(t) = f(s(t), z(t) = f(t, 2(1))
eine Losung von 2/(t) = f(t, x(t)).

Den Ubergang eines Anfangswertproblemes zu (3.2) nennt man auch Autono-
misierung des Anfangswertproblemes.
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Zwei praktische Anwendungen
Bewegung eines Massepunktes. Die Bewegung eines Massepunktes zur Zeit
t am Ort x kann durch die Differentialgleichung 2. Ordnung

m-x"(t) = g(t, x)

beschrieben werden. Die Funktion g beschreibt dabei die Wirkung duferer Krifte,
z.B. erhélt man bei einer einseitig gespannten Feder g(t,x) = —kz, wobei k die
Federkonstante bezeichnet. Weiterhin ist meist der Anfangspunkt xy = z(¢y) und
die Anfangsgeschwindigkeit z(, = 2/(to) vorgegeben.

Das System kann in das folgende dquivalente System 1. Ordnung verwandelt
werden:

mit Anfangsbedingungen

l‘l(to) = Xy, ZL‘Q(to) = 1‘6

Dieses System von Differentialgleichungen ist erster Ordnung, linear und auto-
nom. Die Losung ist gegeben durch

z(t) = x1(t) = x¢cos (@ t) + zfy sin (@ t)
'(t) = (1)
Volterra-Lottka Zyklus. Betrachte ein 6kologisches System mit zwei Arten,

bei denen die eine Art der anderen als Nahrung dient. Entsprechend bezeichnen
wir sie als “Jager” und “Beute”. Sei

xy(t) = die Groke der Jéger-Population zur Zeit ¢ und
xp(t) = die Groke der Beute-Population zur Zeit t.

Die Wachstumsrate der Populationen ergibt sich aus der Differenz der Gebur-
tenrate und der Sterberate. Dabei nehmen wir an, dass fiir die Beute-Population
geniigend Nahrung vorhanden sei, so dass sie sich (im ungestorten Fall) expo-
nentiell vermehren wiirde, die Geburtenrate also konstant ist. Mit geeigneten
Parametern a, 3 > 0 ergibt sich dann

2p(t) = awp(t) — Bap()e, (2).

Die Gleichung kann wie folgt interpretiert werden:
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e das ungestorte eigene Wachstum der Beute-Population resultiert aus ei-
nem exponentiellen Wachstum zp = e** und ist daher durch z%3 = axp
beschrieben.

e die Anzahl der durch Jagd gestorbenen Beutetiere ist proportional zur Rate,
mit der sich Jiger und Beute treffen, auf einem begrenzten Gebiet also
proportional zu xg und proportional zu x .

Fiir die Jager-Population ergibt sich
2 (t) =y () xp(t) — dz,4(t),

ebenfalls mit geeigneten Parametern ~,d > 0. Die Interpretation dieser Gleichung
ist wie folgt:

e Die Jiager-Population wéchst exponentiell mit Rate v und proportional zur
Beute-Population z g,

e die natiirliche Sterberate ist (bei exponentiellem Wachstum) 2/, = —dz .

Die Losung dieses Systems von Differentialgleichungen fiihrt zu periodischen Lo-
sungen, die man auch Volterra-Lottka-Zyklen nennt. Bilder dazu finden sich z.B.
in der Wikipedia.

Wir beenden diesen einfiihrenden Abschnitt mit einer letzten Notation.

Notation 3.7 FEin System von Differentialgleichungen heifit linear, falls

' (t) = f(t,z) == A(t)x + g(t)

gilt, wobei g : I — R? eine stetige Funktion ist und A = (ai;)ij=1..a eine d X d-
Matriz mit stetigen Eintragen a;; : I — R.

Von den beiden oben beschriebenen Anwendungsbeispielen ist das erste linear,
das Volterra-Lottka-System aber nichtlinear.

3.2 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir die Existenz und die Eindeutigkeit von Losungen
fiir Anfangswertprobleme der Form

2(t) = f(t,z(t))

l‘(to) = Xy

untersuchen. Wir zeigen zunéchst zwei Beispiele.
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e Das erste Beispiel zeigt, dass die Losung im Allgemeinen nicht eindeutig
sein muss. Sei folgendes Anfangswertproblem

a(t) = |a(t)"
z(0) = 0
fiir einen Parameter @ € (0,1) gegeben. Die Differentialgleichung hat die
folgenden beiden Lésungen Z und x:
z(t) = 0

o) = (1 —a)t)T== f?rtZO
0 fiirt <0

Fiir z sieht man das direkt, fiir die zweite Losung x rechnet man nach:
— z(0) =0,
— 2'(t) = |x(t)|* fiir t > 0 und 2/(¢) =0 fiir t <0,
— und z(0) = 2/(0) = 0, also ist x stetig und differenzierbar.

e Das zweite Beispiel zeigt, dass keine Losung auf ganz I existieren muss:
Betrachten wir

Yt = ()
z(0) = L

1

Die Losung z(t) = — ;=

ist nur fiir ¢ # 1 definiert und kann wegen

151'11 z(t) = 00

nicht als stetige Funktion fiir ¢ > 1 fortgesetzt werden. Tatsédchlich existiert
in diesem Fall keine Losung des Anfangswertproblemes fiir alle ¢t > 0. Der
Effekt wird auch “blow up” genannt.

Um die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir Anfangswert-
probleme zu beantworten, formulieren wir (AWP) zu einer so genannten Integral-
gleichung um.

Lemma 3.8 Sei D C R offen, f: D — R? stetig, a <ty < b und z : [a,b] —
R? eine Funktion. Fs gelte

{(t,z(t)) : t € [a,b]} C D.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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1. x ist stetig differenzierbar und lost das (AWP)

() = f(t,z(t)), t € la,b]
z(ty) = g

2. x ist stetig und erfillt die Integralgleichung
t
x(t) = o +/ f(r,x(7))dr, t€ [a,bl. (3.3)
to

Beweis: 1 = 2: Sei 2/(t) = f(t,x(t)), z(ty) = zo eine Losung des Anfangswert-
problemes. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt
dann

z(t) = x(t0)+/ 2 (7)dr

to

R /t: (7 a(r)dr.

2 = 1: Sei nun z(t) = xo + ftl; f(r,z(7))dr. Da f und x beide stetig sind, ist

fti f(r,z(7))dr stetig nach t differenzierbar. Also ist x stetig differenzierbar
und die Ableitung von x ist gegeben durch

o) =5 | frate)ar = (o)

0

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Weiter gilt:

x(ty) = zo + /t ' f(r,z(7))dr =

QFD

Wozu hilft uns dieses Lemma? Der Vorteil liegt darin, dass wir durch die Inte-
gralgleichung eine Fixpunktgleichung in der unbekannten Funktion z gefunden
haben. Diese sieht wie folgt aus:

Wir definieren den Operator F, den wir auf z : I — R¢ anwenden wollen durch

(F(2))(t) ==z +/t f(r,z(7))dr.
Dann kann man die Integralgleichung (3.3) schreiben als
w(t) = (F(x))(t)
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oder, kiirzer, als
x = F(x).

Unsere gesuchte Losung x kann also als die Losung einer Fixpunktgleichung in
einem unendlich dimensionalen Raum aufgefasst werden. Wir wollen darauf nun
den Banach’schen Fixpunktsatz anwenden. Dieser wurde in Numerik I behan-
delt. Zur Wiederholung erinnern wir daran, dass jeder vollstdndige und normierte
Raum ein Banach-Raum ist, und dass fiir eine Teilmenge U eines Banachrau-
mes X eine Abbildung ® : U — X kontrahierend ist, falls es einen reellen
Kontraktionsfaktor ¢ < 1 so gibt, dass

[P(x) = @(y)l| < gllz —y] fiir alle 2,y € U.

Der Banach’sche Fixpunktsatz lautet wie folgt:

Satz 3.9 (Banach’scher Fixpunktsatz) Sei X ein Banach-Raum mit Norm
| - || und U C X eine abgeschlossene Teilmenge von X. Sei weiterhin F : U —
U eine kontrahierende Abbildung mit Kontraktionsfaktor ¢ < 1. Dann hat die
Fizpunktgleichung F(x) = = einen eindeutigen Fizpunkt x*.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Vorlesung Numerik I.
Im Folgenden bezeichne ||-||; die Euklidische Norm. Wir erinnern an die folgende
Bezeichnung.

Notation 3.10

o Sei f: D — RY D C R f ist Lipschitzstetig beziiglich seiner
letzten d Variablen, falls zu jedem (to,x¢) € D eine Umgebung U =
Ulto, o) € D und eine Konstante L = L(to, xo) so ezistiert, dass

1f () = ()2 < Lllw = yll2 fiir alle (¢, ), (t,y) € U.

e Sei f : D — R D =1xR? f ist global Lipschitzstetig beziiglich
seine letzten d Variablen, falls es eine Konstante L > 0 so gibt, dass

1f(t,z) — f(t, )l < Ll — yl|o fiir allet € I und 2,y € R%

Damit formulieren wir nun das Hauptergebnis dieses Abschnitts.

Satz 3.11 (Satz von Picard-Lindelsf) Sei D C R offen und sei f : D —
R? stetig und beziiglich der letzten d Variablen Lipschitzstetig. Dann existiert zu
jedem (to,zo) € D eine Umgebung I von to, auf der das Anfangswertproblem

o(t) = f(t, x(t), =(to) = o

eindeutig losbar ist.
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Bemerkung: Der Satz liefert nur die lokale Existenz von Losungen, also auf klei-
nen Intervallen fiir ¢ um .

Beweis: Seien (to,70) € D gegeben. Weil f Lipschitzstetig ist, existiert U :=
Ulty,z0) € D und L = L(tg, zg) so, dass

Hf<t7 .T) - f<t7 y)H2 < L”SL’ - yH27 fiir alle (t,l’), <t7 y) ev.
Wir wéhlen nun «, 3 > 0 so, dass fiir
I,={teR: |t -ty <a}=[to— a,ty+ ]
und  Bg={z € R%: ||z — zll2 < 5}

gilt:
Ia X Bﬁ - U

Da f stetig auf der kompakten Menge I, x Bjg ist, existiert

M = t .
L (o)
U
[a X Bﬁ

Wir wihlen o* mit
0<a* < min(%,a),
d.h. o >0, a* < aund a*M < 3. Sei weiterhin
I := [—a" + 1y, a" + 1)
Wir wollen den Banach’schen Fixpunktsatz anwenden und wéahlen dazu

e als Banachraum: X := C(I*,R?) als Menge der stetigen Funktionen von I*
nach R,

e als Norm
||| 5 := sup e 2HE=0l () |5, fiir alle z € X,
tel*

e als Teilmenge U den Unterraum

U:={z e X :suplz(t) — x| < 5}

tel*
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e und als Abbildung F' : U — X, x + F(x) den vorhin schon genannten
Operator F', der durch

(F(x))(t) := x0 +/t f(r,z(r))dr

definiert ist.
Jetzt iiberpriifen wir die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes.

1) X ist Vektorraum. Es ist leicht zu zeigen, dass || - || Norm auf X ist. Dass
X vollstindig ist, kann man mit Methoden der Analysis nachrechnen.

2) U ist abgeschlossen. Sei dazu (z,) mit =, € U eine Folge, die beziiglich
|| - |5 (gleichmiRig) gegen = € X konvergiert.

Wir wollen zeigen, dass « € U. Dazu berechnen wir:
l(t) = zoll2 = || lim 2,(t) — 2olla = lim [l (2) — 2oll2,
n—oo n—oo
denn die Normfunktion ist stetig. Weil x,,, zo € U ist, gilt weiter

||xn (t) — xol|2 < [ fiir alle t € I* und alle n € N,

also
|z (t) — zol|2 = lim ||z, (t) — zollo < B fiir alle t € ™.
TL*)OO%/_/
<B Vn
Es folgt: x € U.

3) Sei F': U — U, sei x € U. Dann ist F(z) € X. Wir wollen zeigen, dass
F(x) e U, d.h.
sup | (F(@)) () — ol < 3

tel*

und berechnen dazu:

(3.4)

A
T~
|
~
o
+
{5
m &
=
=
IS
=

fiir alle t € I*.

~—~
titoel* ef. Def.
von o

VAN
Q*
gY
S i (_Ex
IA
sy

In Abschiitzung (3.4) darf man iiber der Menge ¢ € I*, ¥ € By maximieren,
weil

e mit ¢,ty € I* das ganze Intervall zwischen ¢ und ¢* in I* liegt, und weil
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e aus x € U folgt, dass ||z(7) — xo||2 <  und entsprechend {z(7)

[to, t]} C Bg.
Also folgt: F(z) € U.
4) F ist Kontraktion. Wéhle z,y € U und betrachte

e 2l (F(2))(8) = (F () ()2

Der Ubersicht halber betrachten wir zunichst nur:

(E')(@O)]l2

[(F@))(t) -
_ ] | et = s ear

2

< sign(t — to) / V(o 2(r) — £(ry(r) e dr
< Lsign(t = t0) [ [lo(r) = ()

t
< Lsign(t —ty) [ 27l 27 lla(r) — y(r)dr

t VT
0 <llz—yl 5
t
< Lsign(t — to)/ el oldr ||z — y ||
to

. I——
< Ls1gn(t—t0)[ﬁe2“ to'} |z —yllB
to

1
= Lsign(t — tO)i sign(t — o) (2"l — D)z -yl
1
~ (e~ Dle =yl

Dieses setzen wir jetzt in (3.5) ein und erhalten

e Pl (F (2))(8) — (F () (@)]l2

T E

<o yuB(l —\e%'“o',) < Lz =y,

>0

—_——
<1

also gilt
1E(2) = F)lls = sup e I(E@) @) — (E@) @]
< 3lle = olls
d.h. F' ist Kontraktion mit ¢ = %
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Somit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt und wir
erhalten:
x = F(x) besitzt eine eindeutige Losung in U.

Abschliefsend miissen wir noch ausschliefen, dass F' noch einen weiteren Fixpunkt
y € X mit {(¢t,y(t)) : t € I*} C D besitzt, der nicht in U liegt. Dazu ersetzen wir
im vorhergehenden Beweis 3 durch /2 und erhalten wie unter Punkt 2):

2(t) — zolls < g fiir [t — fo| < & == min(%,a).

Sei weiterhin unser ,neues“ U

U={reX: swp |at)—ul<p/2}.

t:|t—to| <&

Angenommen, so ein Fixpunkt y € X \ U existiert und 1dst damit (AWP). Wegen
y(to) = o gibt es o mit 0 < o™ < & und

ly(t) — zo|| < G fiir |t — to] < ™.

sowie x(t) # y(t) fiir mindestens ein tp mit |[ta — to| < o™ Weil ||z(t) — x| <
B/2 < g fir alle |t — to| < &,

[#(t) — zoll2 < B/2< 0

(8) = o]l < 3

hed N h S

HtA . {L‘(tA) 7é y(tA)

=
+
o3

gibe es aber auf I'** := [—a™ + ¢y, a** 4 1] zwei verschiedene Losungen z, y der
Fixpunktgleichung, die beide in

U™ ={x e X :sup ||z(t) — xollo < B}

liegen, was nach dem Banachschen Fixpunktsatz nicht sein kann. QED

Die globale Existenz einer Losung liefert der folgende Satz:

Satz 3.12 Sei I C R ein Intervall, sei D = I x R? und sei f : D — R? beziiglich
der letzten d Variablen global Lipschitzstetig. Dann besitzt das Anfangswertpro-
blem 2'(t) = f(t,x(t)), xz(to) = xo fir alle (to, o) € D eine eindeutige Lisung
x: I — RY
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Beweis: Im Beweis des Satzes von Picard-Lindelof setzen wir I, = I, = I und
wihlen als Teilmenge U den ganzen Banachraum, also U = X. Die Konstanten
a,a*, B, M werden nun nicht mehr benétigt. Die Details werden hier nicht aus-

gefiihrt. QED

Beispiel: Wir untersuchen die Voraussetzungen der Sétze 3.11 und 3.12 am zwei-
ten Beispiel auf Seite 65,

P(t) = (2(t)
z(0) = 1.
Wir erhalten f(¢,z) = 2* und entsprechend
1f(t2) = ft )l = |2* = y*| = e+ y|- |z —y| < L- |z — y| fiir alle 2,y € T

falls
L > |z + vyl fir alle z,y € [

gilt.

Das ist auf jedem beschrénkten Intervall erfiillt, nicht aber auf I = [0, 00) oder auf
I = R. Das Anfangswertproblem erfiillt daher die Voraussetzungen von Satz 3.11,
aber nicht die von Satz 3.12, was zu dem so genannten “blow up” Effekt fiihrt.

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.12 kann dieser “blow up” Effekt nicht
auftreten.

Bemerkung: Fiir lineare Differentialgleichungen
2'(t) = A(t)x(t) + g(t)

mit ¢t € [ und f(¢t,z) = A(t)x + g(t) erhilt man

1f(t2) = Ft )l = [[AW)z +9(t) = Al)y = 9(1)]2
= A = yll2 < [AD)[l2llz = yll2
< Lllz =yl

falls L := sup,c; [|A(t)]]2 < oo.
Die Voraussetzungen von Satz 3.12 sind fiir lineare Differentialgleichungen also
erfiillt, falls

sup ||A(t)]|2 < oo.
tel

Das gilt insbesondere auf jedem kompakten Intervall I.
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Der Banach’sche Fixpunktsatz liefert nicht nur theoretische Aussagen iiber Exis-
tenz und Eindeutigkeit, sondern mit dem Verfahren der sukzessiven Approxi-
mation auch ein konvergentes Verfahren zur Bestimmung des Fixpunktes. Dieses
Verfahren lésst durch folgenden Iterationsschritt (so genannte Picard-Iterationen)
auf Anfangswertprobleme anwenden:

2™ (t) = 2™ (1) + / f(r,a™(r))dr

Als Startwert kann man z.B. (O (t) := x, wihlen — das resultierende Verfahren
ist allerdings durch die dazu n6tige numerische Auswertung der zahlreich auftre-
tenden Integrale ineffizient und wird in der Praxis fast nicht verwendet.

Satz 3.13 (Globale Eindeutigeit) Sind die Voraussetzungen von Satz 3.11 er-
fillt und sind x und y Losungen des (AWP)

2(t) = f(t,z(t))

l‘(to) = Xo-
auf einem beliebigen Intervall I mit to € I, so gilt x(t) = y(t) fur allet € I.

Beweis: Sei I = [a,b], ty € I und seien x und y Losungen des (AWP). Wihle
I' C I als das langste Intervall mit z(t) = y(¢) fir alle t € I'.

Wir méchten zeigen, dass [ = I,

Angenommen, dies ist gilt nicht, dann sei I’ = [¢/,b'] C I. Dann ist ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit ' < b. Wir betrachten das neue (AWP’)

() = [(t2(1))
z(t)) = ().

Nach Satz 3.11 existiert eine Umgebung U = (V' — o,V + ) mit a > 0 auf der
(AWP’) eindeutig losbar ist. Weil z und y beides Losungen fiir (AWP’) sind, folgt
also x(t) = y(t) fiir alle t € U. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitit von I’.

QED

Abschliefsend geben wir noch ein Kriterium an, anhand dessen man die geforderte

Lipschitz-Bedingung von Satz 3.11 nachweisen kann.

Lemma 3.14 Ist f : [ x R? — R? beziiglich x stetig partiell differenzierbar, so
erfillt f die Lipschitz-Bedingung des Satzes 8.11 fiir alle (tg, z9) € I x R .

Beweis: (Vergleiche auch den Beweis von Lemma 5.7 aus Numerik I).
Weil f beziiglich x stetig partiell differenzierbar ist, existiert der Gradient

D f(t,z) : R x R" — (R%)*
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und es gilt L := Sup; ;)ept,20) | P f (¢, ) ||2 < 00, wenn die Umgebung U kom-
pakt gewiihlt wird. Wihlt man U zusitzlich konvex, so kann man mittels

9(&) == f{t,x +&(y — x))

folgern, dass

1f(ty) = Ft o)l = MOW—M@MzHAsﬂﬂﬁ

multivariate Kettenregel
2

lél%ﬂux+7@—xﬁ-@—xwf

1
< [ IDaptt s+ oty = 2))la Ny - oladr
0

1
< / wy—me:uw—ﬂu
0

QED

Die Aussage von Satz 3.11 nutzen wir nun, um die Evolution zu definieren.

Definition 3.15 Sei D C R offen, f : D — R? stetig und Lipschitzstetig
beziiglich der letzten d Variablen. Seien to,t € I und |t — to| hinreichend klein.
Dann definiert man eine zweiparametrige Funktion

o4 R — RY

durch ®%0(xo) = x(t), wobei x(t) die eindeutige (lokale) Losung des Anfangs-
wertproblemes

Z(t) = [t (1))
l‘(to) = Xy

ist. Man nennt ® die Evolution der Differentialgleichung '(t) = f(t, x(t)).

db0 bildet den Wert der Losung x zur Zeit to auf den Wert der gleichen Losung
zur Zeit t ab.

Beispiel: Betrachte z/(t) = (z(t))?, also f(t,z) = 2% Dann ist die eindeutige
(lokale) Losung zu (tg, zo) mit ty = 0, xy > 0 gegeben durch

x(t)

Fiir die Evolution gilt entsprechend im Fall ¢ > 0

Zo

. 1
= , flirt < —.
1-— tl‘o Zo

Zo .. 1
Bz = f =
(x0) [ iir wp < -
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Lemma 3.16 Die Evolution ® der Differentialgleichung ©'(t) = f(t, z(t)) besitzt
die folgenden Figenschaften:

(Evl) @b (zq)
(Ev2) %‘bt”t(l’o)h —o = [f(t,20)
(Ev3) ™% (zg) = d™=21 (M0 (z0))

fiir alle (to, xo) € D und |ty — tol, |ta — to| und |t — to| hinreichend klein.
Weiter ist ® durch diese drei Bedingungen eindeutig charakterisiert.

Beweis: (Ev1) gilt weil &0 (z4) = x(tg) = .

(Ev2) Seien xg, t fest. Sei « die Losung des Anfangswertproblemes zum Startwert
(t,x0). Definiere
g(7) == ® 7 (xg) = 2(t + 7).

Dann gilt
St ag) = /(r) = /(14 7) = J{t+7,0(0+7)
— Lt ) = ¢(0) = (b 2(t)) = F(t, o)

or

(Ev3) Sei x Losung von

2'(t) = [f(t,x(t))
l‘(to) = Xy,

das heift ®H' (o) = x(¢) fiir alle ¢ nahe genug an ty. Damit gilt:

B (@0 () = B0 (a(n)
= a(ty) = D0 (ay),

wobei die vorletzte Gleichheit gilt, weil fiir ¢, — ¢y hinreichend klein = auch
Losung ist von dem Anfangswertproblem

y'(t) = [f(t,yt)
y(t) = xz(t).

(Eindeutigkeit) Sei U : R? — R? eine Funktion, die ebenfalls die drei Be-
dingungen (Ev1),(Ev2) und (Ev3) erfiillt. Sei (¢, x¢) beliebig. Definiere

2(t) == UH ().
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Dann gilt

0
d'(t) = E‘I’Hmo (wo)|7=0

= ((% (\I,t+7,t (\I,t,to (;1:0))) |-—0 wegen (Ev3)

= f(t, U""(z9)) wegen (Ev2)
= [t =(t))
und wegen (Ev1) ist auferdem z(ty) = W' (xy) = xy. Also ist nach

Satz 3.11
x(t) = ©"(zo)

die eindeutige (lokale) Losung des Anfangswertproblemes
2(t) = St ()
I(to) = X,

und entsprechend gilt Wh'(xy) = ®b () fiir alle (tg, x9) € D und alle ¢
mit |t — o] hinreichend klein. QED

Abschliefsend fiihren wir noch den Begriff der Stabilitit ein. Dieser gibt an, wie
stark sich zwei Losungen x(t) und y(¢) derselben Differentialgleichung unterschei-
den, wenn die Anfangswerte x(ty) und y(fp) nur wenig voneinander abweichen.
Dabei interessieren wir uns fiir die Zukunft, d.h. nur fiir Werte ¢ > t,.

Definition 3.17 Sei D C R?, t, € R. Die Funktion f : [ty, 0] X D erfiillt eine
einseitige Lipschitz-Bedingung mit Konstante L™ = LT (t) € R, falls

(@ =) (f(t.2) = f(ty)) < LT|w —yl; Vo,y€D

und fir alle t € [ty,00]. Kann LT < 0 gewdhlt werden, so nennt man [ und die
zugehdrige Differentialgleichung ' = f(t, x) dissipativ.

Bemerkung: Aus globaler Lipschitzstetigkeit fiir ¢ > ¢, folgt die einseitige Lipschitz-
Bedingung.

Dieses zeigen wir im Folgenden.
Sei ||f(t,z) — f(t,y)|| < L - ||z —y| fiir alle z,y € D und alle t > ;. Dann gilt
nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

(@ =) (f(t,2) = f(t,y)) < llw —yll2- [1F (8, 2) = [t y)ll2

<L -|jz —y||3 mit LT = L.
Die Umkehrung gilt aber nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel: f(t,z) = —uz erfiillt die einseitige Lipschitz-Bedingung mit LT = —1,
denn

(@ —y)(ft.2) = ft.y) = (@ —y)y—2) = —(z —y)* = —[z —yll2.
Dagegen ergibt die globale Lipschitz-Bedingung
[f(tx) = fty)l=ly—ax[ <Ly -zl

gilt also nur fiir L > 1.

Satz 3.18 Erfiillt f : [0,00] x D — R? eine einseitige Lipschitz-Bedingung mit
Konstante L, so gilt fiir die Evolution ® von 2/ = f(t,x):

19510 (0) — ®4 (go)l2 < € lzg — yio|>-
Fiir dissipative Systeme gilt insbesondere, dass

|94 (o) — @ (yo) |2 < [|0 — ol

Beweis: siche Ubungen.

3.3 Einschritt-Verfahren

3.3.1 Grundlagen

Obwohl eine Losung bei stetigen Eingangsdaten immer existiert, ist sie im Allge-
meinen selbst bei skalaren Differentialgleichungen mit d = 1 nicht in geschlossener
Form darstellbar. Meist ist f auch nur durch Messwerte gegeben.

Die Grundidee der numerischen Losung von Anfangswertproblemen ist, die Lo-
sung x ndherungsweise an diskreten Punkten zu ermitteln:

gesucht werden Néherungswerte an den gesuchten Vektor x(t) fiir ¢ €
A = {to,t1,...,ty} mit tg < t; < ... < ty = T auf dem Intervall
[to, T'.

Notation 3.19 A = {to,tl, .. .,tN} mittg <t < ... <ty = T hezﬁt Gitter
auf [to, T]. Die Werte T; := t;11 — t; nennt man Schrittweiten. Die Feinheit
des Gitters ist gegeben durch



Gesucht ist dann eine Gitterfunktion z, : A — R? welche die Losung von
() = f(t,z(t)), 2'(to) = x¢ auf dem Gitter moglichst gut approximiert.

Bei Einschritt-Verfahren ermittelt man x o durch eine Zwei-Term-Rekursion:
ra(tj) = zaltjzr),

das heifst in die Berechnung von xa(t;+1) geht nur za(t;) ein, keine Werte von
t; mit ¢ < j. Dagegen gehen bei Mehr-Term-Rekursionen mehrere Werte in die
Berechnung von x(¢;11) mit ein, genauer fiir m € N:

{L‘A(tj), e ,l‘A(t]’_m) — xA(tj—f—l)-

Diese Rekursionen fiihren zu Mehrschritt-Verfahren.

Im Folgenden wird die Evolution ® der Differentialgleichung durch eine diskrete
Evolution ¥ ersetzt.

korrekte Evolution: Approximation durch diskrete Evolution:
2(tjr1) = O (a(ty)) Ta(tj1) = W5 (2a(t)))
x(to) = To xa(to) := xo

3.3.2 Beispiele

Um Einschritt-Verfahren herzuleiten benutzt man die Integraldarstellung des An-
fangswertproblems aus Lemma 3.8:

x(to+7) =20 + /tHT [t xz(t))dt. (3.6)

to

Explizites Euler-Verfahren

Seien zunéchst
t]’ = to +j T

dquidistante Gitterpunkte. Man approximiert z(¢;) aus (3.6) nun iterativ wie
folgt:

2(ty) = alto +7) = w0 + / " alt) )it

to
unbekannt

Um das Integral abzuschiitzen, verwendet man die Rechteck-Regel mit Funkti-
onsauswertung am linken Randpunkt und erhilt:

to+7
/ f(t,z(t))dt =~ 7 - f(to, x0).

to
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Das ergibt
x(ty) = xo + 7 - f(to, x0)

bzw. fiir unsere Approximationsfunktion
I‘A(tl) = 29 +7- f(to,l‘o).
Diese Formel ergibt sich alternativ auch aus dem Differenzenquotienten durch

altorn)=elto) o o/ (40) = f(tg, zo).

T

Ist nun z(¢;) approximativ bekannt, erhélt man

x(tz) = x(t1) + /t 1 Tf(t,a:(t))dt

~ I‘A(tl) +7- f(tl, ZL‘A(tl)) = I‘A(tg)
und rekursiv
Ta(tjt) = zalty) + 7 [t zally)).
Die diskrete Evolution ergibt sich entsprechend zu

\Ilg—rgﬁler<x) =T +T- f<t7 'T)

Etwas allgemeiner ist es mit 7; := t;,1 — t; nicht mehr nétig, dquidistante Stiitz-
stellen zu verwenden. Man erhalt

b1t
ra(tjzr) = Vo (@alty)) == zalty) + 75 - f(t;, 2a(t;)).
Interpretation:

Um den Wert za(tj41) an t;j1; zu bestimmen, verwendet man den
Wert in za(t;)+7;-2'(t;, xa(t;)), also den Startwert und die Steigung
an dem Ausgangspunkt (¢, za(t;)).

Im skalaren Fall nennt man das explizite Euler-Verfahren daher auch Polygonzug-
Verfahren.

{L‘A(tg) 1

to t1 1o t3
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Beispiel: Sei folgendes Problem gegeben:

2(t) = (x(1))*

z(0) =1
ft, ) =a?
A={0,413

Dann erhilt man

ea(t) =wo+5- f0.20) =1+ 1=3
wa(ts) =xalt) + 5 f(thoa(t) =5 +5-1=5+5=% =2,625
2
wa(ts) = xa(te) + 5 - [t 2a(ta) = 5 +5- () = 6,07
6..
51 Die Steigung an t; ist (%)2 =2,25
4..
31 Die Steigung an tg ist 1
(tanQ)
2._
— (t1, 1)
/
/ 1132 3 4 5 6 7

Implizites Euler-Verfahren

Das implizite Euler-Verfahren entsteht, wenn man das Integral durch die
Rechteck-Regel am rechten Randpunkt approximiert:

ti+T7;
| Hstendt = - gt et )
tj
Man erhalt:
tiv1ts
2a(tj+1) = Vipa(@a(ty) = 2aly) +75 - f(ti, maltjn))-

—— ——

bekannt unbekannt
Um za(tj11) zu bestimmen, muss also ein (nichtlineares) Gleichungssystem mit

d Unbekannten und d Gleichungen gelost werden — und das in jedem Schritt!
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Euler-Heun-Verfahren

Wiahlt man statt der Rechteck-Regel die Trapez-Regel zur Integralauswertung,
so erhélt man die Naherung:

[ () + ft + 75,2 + 75))

ti+T;
/ Pt 2(0))dt ~ ¢, -

. 2
J
und es ergibt sich
tit1,ts T
za(tjr1) = Vilgom(zalty)) = $A(tj)+§j(f(tj,fEA(tj))+f(tj+1,xA(th)). (3.7)
bekannt bekannt
unbekann unbekann

Auch dieses Verfahren ist implizit, weil in jedem Zeitschritt der Vektor xa(¢;11)
aus einem (nichtlinearen) Gleichungssystem ermittelt werden muss. In diesem
Fall kann man dazu das Verfahren der sukzessiven Approximation benutzen:

Lemma 3.20 Die Funktion f(t,x) sei Lipschitzstetig beziiglich x mit Lipschitz-
konstante L. Sei weiter L - 7; < 2 fiir alle j =0,..., N — 1. Dann ldsst sich das
Gleichungssystem (3.7) durch sukzessive Approzimation

P ) = aat) + 2 £t malt) + e (0)] om € Ny

losen.

Beweis: Die Fixpunktgleichung lautet x = g(x) mit

g(@) = xalty) + £ (L walty) + [ty )

in jedem Schritt j. Wir miissen nachweisen, dass g eine Kontraktion ist. Es gilt:

lo(x) = 9(@lle = 1 (t51,2) = fltser, 8l < 5 L+ lz =

=q- ||z — 7|2 mitq:%-L<1.

QFD

Pradiktor-Korrektor Variante von Euler-Heun

Hier kombiniert man das explizite Euler-Verfahren und das Euler-Heun Verfahren
mit jeweils einem Iterationsschritt der sukzessiven Approximation nach Lemma
3.20 wie folgt:

Im j-ten Schritt:
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e bestimme den Startwert (Priadiktor) nach E-Euler:
i’A(thrl) = .TA(tj) -+ Tj f(tj, SL’A(t])) (Pradlktor)

e Wihle Z(t;41) als Startwert fiir die sukzessive Approximation von Euler-
Heun und fiihre darin genau einen Schritt der sukzessiven Approximation
nach Lemma 3.20 aus (Korrektor-Schritt):

2atinn) = Ciitony (28 (t3)) = 2a )+ | (b, 2alt)+f (i, Faltin) >}.
N——

aus (Pridiktor)

Das Verfahren erreicht gewdhnlich eine hohere Genauigkeit als das explizite Euler-
Verfahren.

3.3.3 Konsistenz und Eindeutigkeit

Wir untersuchen nun das Konvergenzverhalten von Einschritt-Verfahren theore-
tisch. Dazu fordern wir zunéchst die ersten beiden der drei Eigenschaften einer
Evolution (aus Lemma 3.16) auch fiir die diskrete Evolution W.

Definition 3.21 Fine diskrete Evolution VU heifit konsistent zur Differential-
gleichung «' = f(t,z), falls fir alle (to,x0) € D gilt:

yloto (l’o) = 2 (38)

d
und E\I’twﬂto (z0)lr=0 = f(to, o). (3.9)

FEin Einschritt- Verfahren heifit konsistent, falls es jeder hinreichend glatten Funk-
tion [ eine konsistente diskrete Evolution V[f] zuordnet.

Zwei dquivalente Konsistenzkriterien sind die folgenden.

Lemma 3.22 Die diskrete Evolution Wt (x0) sei fir alle (to,z0) € D und
hinreichend kleines T differenzierbar. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(i) W ist konsistent.

(ii) Es gibt eine beziiglich T stetige Verfahrensfunktion ¢ = ¢(to, xo,7) mit den
Eigenschaften:

Photmlo(g0) = o+ 7 - ¢(to, 2o, T) (3.10)
Qb(to,xo,()) = f(to,xo) (311)
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(i1i) Es gilt:
1
lim = || W+ (zg) — PFT0(2)]| = 0. (3.12)

T—0 T
Beweis:
(1) = (4i): Sei ¥ konsistent. Definiere
L (Wlotnto(0) — 29)  falls 7 # 0.
¢(t0, o, T) T { f(to, ZII()) falls 7 =0

Dann sind (3.10) und (3.11) direkt erfiillt und es muss nur die Stetigkeit
von ¢ gezeigt werden. Dazu betrachten wir

1 . Wttt () — Yoo ()
lli%; (Wrot™o(2g) — 29) = 112% - wegen (3.8)
= FUPTT(2g)],—o, wegen (3.9)
= f(t07 xo),

also ist ¢ stetig.

(i1) = (iii): Sei ¢ eine Verfahrensfunktion, die (3.10) und (3.11) erfiillt. Dann

gilt
1
lim — [[ W70 (279) — @O0 () |
7—0 T
_ lim Ptot+7to (xo) — T B (I)to-l-’r,to(x(]) — X0
7—0 T T

= ||p(to, z0,0) — f(to, zo)|| wegen (3.10) und [Ev2| im Lemma 3.16
= 0 wegen (3.11)

(141) = (4): Sei nun (3.12) erfiillt. Eine Taylorentwicklung bis zum Grad 1 liefert
wegen [Ev2|
PTTI0(20) = o + 7 f(to, w0) + o(7) fiir 7 — 0.

Weiter ist U nach Voraussetzung fiir hinreichend kleines 7 differenzierbar
beziiglich 7. Das ergibt

PFT0 (1) = WOl (zg) 4+ 72 W0 (4|, + o(7) fiir T — 0.

Fiir 7 — 0 sind die linken Seiten dieser beiden Gleichungen wegen (3.12)
gleich, also auch die rechten Seiten und durch einen Koeffizientenvergleich
folgt zo = W' (zq) und f(tg,z0) = ZW*™| _o; (3.8) und (3.9) gelten
also und WV ist konsistent. QED
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Ist eine diskrete Evolution konsistent, so ist der lokale Fehler, den wir in jedem
Schritt bei der Berechnung der Gitterfunktion machen, klein. Interessanter ist
aber der globale Fehler

ma [l (1) — ()]
der moglichst klein sein soll — zumindest wenn das Gitter A fein genug ist.

Notation 3.23 Ein Finschritt- Verfahren heifit konvergent, falls

lim sup max||za(t) —z(t)]| =0
T=0 Airp=1

Dabei bezeichnet Ta = max;—g,. n—1lj11 —t; wie schon zu Beginn des Abschnit-
tes 3.3.1 die Feinheit des Gitters A = {to,...,tn}.

Der folgende Satz zeigt, dass aus der Konsistenz unter einer zusdtzlichen Sta-
bilitdtsannahme die Konvergenz von Einschritt-Verfahren folgt. Dabei miissen
wir die Konsistenzbedingung allerdings verstirken: Wir verwenden (3.12) und
verlangen, dass die Bedingung gleichméfig erfiillt ist, also fiir alle x(¢) auf der
Losungskurve.

Satz 3.24 Die diskrete Fvolution V sei in einer Umgebung U der Trajektorie
{(t,z(t)) : t € [to, T} definiert und gentiige den folgenden Bedingungen.

Stabilitdtsbedingung: Es gibt Konstanten Ly > 0 und 79 > 0 so, dass
[T (1) = T ()| < €Ty — 2|
fiir alle (t,x1),(t,22) € U und alle 0 < 7 < 7.

Konsistenzbedingung: FEs gibt eine monoton wachsende Funktion err : [0, 9] —
[0, 00) mit lim,_gerr(t) =0 so, dass

12" (@ (t)) — W (@(t))|| < 7 err(r)
fiir alle t € [0,T7.

Dann gibt es ein 7, € [0,70] so, dass fir jedes Gitter A = {to,...,tn} auf [to, T
mit Feinheit o < 7 die Gitterfunktion xa durch die diskrete Evolution

wa(tjn) = V5 (zaty),  walto) = o

wohldefiniert ist, und der Fehler fir allet € A der Abschditzung

eLw(t—tg) _q
eI‘I‘(TA)i falls Ly >0
t _ t < = L
[za(t) — z(®)]| < 7(7a) { err(7a)(t — L%) falls Ly =0

geniigt.
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Der Satz sagt auf abstrakter Ebene, dass Konsistenz und Stabilitit zusammen
Konvergenz ergeben.

Beweis: Wir wiihlen 7; so klein, dass fiir alle ¢ € [0, 7] und fiir alle z; € R? gilt:
|lzy —z(@)| < r(n) = (t,z1) € U.

Sei A ein beliebiges Gitter mit 74 < 73. Wir mochten nachweisen, dass die Ab-
schitzung

la(t) —z(@)]| < r(7a)

fiir alle tg, t1,...,ty des Gitters A erfiillt ist.

Insbesondere gilt dann ||xa(t) — z(t)|| < (1), woraus wir wegen der Definition
von 7 folgern, dass (t;,za(t;)) € U. Entsprechend kann man also za(tj41) =
Whittli(zA(t;)) berechnen und za(t;) ist wohldefiniert.

Zum Nachweis der Abschitzung verwenden wir Induktion nach j, gehen also der
Reihe nach alle Punkte tg,tq,...,ty des Gitters A durch.

Fiir j = 0 gilt za(ty) = xo = 2(ty), die Abschétzung gilt also wegen r(74) > 0.
Sei nun |[za(t;) — x(t;)|| < r(7a) fiir alle j* < j erfiillt. Wir betrachten ¢;;;.
Dazu unterscheiden wir zwei Fille.

Fall 1: Sei Ly > 0. Dann gilt

|zatjs1) — 2(tjz)ll
Wi+ (24 (1)) — @1 (wa (L))
Wil (2 p () — W ((ty)) || + [[5Y (2(t;) — @5+1Y (a(ty)) ]

IAINA

IN

err(7a) (eFwlt=ti) (elwlti=to) — 1) 4 Ly (t;1 — t;)) Induktionsannahme
v

= % (eL‘I’(tj+1_t0) —elw(tia—ty) | Ly(tj — tj))
W N >4

TV
<-—1, denn e*>a+1

eI‘I‘(TA) (eL\p(tj+1—t0) _ 1) — T(TA)

<
= Le

Fall 2: Sei Ly = 0. Dann geht man vor wie oben, allerdings ergibt die Indukti-
onsvoraussetzung, dass

|za(tjr) —z(ti)ll < err(ra)(t; —to) +err(ta)(tjs1 — t5)

= err(7a)(t31 — to)

QED
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Ein weiterer Begriff ist die Konsistenzordnung, welche hilft, die Konvergenzge-
schwindigkeit eines Einschritt-Verfahrens abzuschitzen.

Definition 3.25

e Fine diskrete Evolution U fir eine Differentialgleichung x'(t) = f(t,z(t)),
f D — RY besitzt die Konsistenzordnung p > 0, falls es fiir jede
kompakte Teilmenge K C D eine Konstante C' > 0 so gibt, dass

H\I,tJrT,t(x) o (I)t+T’t(.r)|’ S C . 7_p+1
fiir alle (t,x) € K und alle hinreichend kleinen 7 > 0.

o Fin Einschritt- Verfahren besitzt die Konsistenzordnung p > 0, falls fiir jede
rechte Seite f € C°(D,R%) die zugeordnete diskrete Evolution ¥ = W[f]
die Konsistenzordnung p besitzt.

o Fin Einschritt-Verfahren besitzt die Konvergenzordnung p > 0, falls fir
jede Lisung x : [tg, T] — R? eines Anfangswertproblemes mit rechter Seite
f € C=(D,R%) der globale Fehler der durch das Verfahren bestimmten
Liosung xa auf einem Gitter A mit hinreichend kleiner Gitterfeinheit Ta
die Abschdtzung .

max [|za(t) —a(f)|| < - 74"

erfiillt, wobei C nicht von A abhingt.

Lemma 3.26 Besitzt ein Finschritt-Verfahren die Konsistenzordnung p und er-
fiillt es die Stabilititsbedingung aus Satz 3.24, so besitzt es die Konvergenzordnung
p.
Beweis: Sei f € C*(D,R?) beliebig. Weil das Verfahren die Konsistenzordnung
p hat, gilt fiir die diskrete Evolution W, dass

|97 @) — B (@) < € 7.

Die Funktion err(r) := C - 7P erfiillt dann wegen lim, o C' - 77 = 0 die Konsis-
tenzbedingung aus Satz 3.24. Wir konnen also Satz 3.24 anwenden und erhalten

eLw(t—tg) _q
err(Ta) - &————— Lg >0
lea(t) — 2(t)]| < r(ra) = { (ra) - === Lo

err(7a) - (t — to) Ly =0.
Es folgt nun
- % L\I/ >

C-(T—ty) Lg=0
QED

- AP mit O =
ItréaAXHxA(t) z(t)|| < C - 7AP mit C {

Satz 3.27 Die diskrete FEvolution des expliziten Euler-Verfahrens ist fiir stetig
differenzierbare Seiten f konsistent von der Ordnung 1.

Beweis: Ubung.
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3.3.4 Explizite Runge-Kutta-Verfahren
Euler-Verfahren

Approximiere das Integral durch die Rechteckregel, d.h.

/HT f(s, @ (x))ds =~ 1 f(t,z).
! z(s)

Dabei ist der Fehler nach Satz 3.27 von der Groke O(72).

Verfahren von Runge (explizite Mittelpunktregel)

Die Idee ist, dass man eine Quadraturformel héherer Ordnung verwendet, zum
Beispiel die Mittelpunktregel:

/HT f(s, @ (z))ds ~ 7 f(t+ I, di2t(2))

mit einem Fehler von O(7%). Allerdings kennen wir den Wert ®*3(z) nicht. Es
reicht aber, ihn mit einer Genauigkeit von O(7?) auszuwerten, weil er noch mit
7 multipliziert wird. Dazu verwendet man

O (x) =z + T f(t,2)
nach dem Euler-Verfahren mit O(72). Man erhilt
V() =+ f(E+ 5 e+ S f(t )
oder, algorithmisch:

ki = f(t,x)
]{ZQ = f(t-'-%,l’-'-%kl)
\I’H_T’t(l’) =x4+T- ]{;2

Dieses Verfahren hat Konsistenzordnung 2.

Runge-Kutta-Verfahren

Seien
i—1
ki:ki(t,l’,’?') :f(t‘i‘CiT,.T—'—Tzaijkj), fiir 1 = 1,...,8

j=1

VAT =+ 7 Z bik;(t,z,7) =x+7T Z bik;.
P =1
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k; heifst die i-te Stufe des Runge-Kutta-Verfahrens. Man benutzt folgende Nota-
tion:

0 0
asn 0 by c1
A=|as azx 0 , b= : |, c=
: bs Cs
Qg - v Ggey 0

Mit der Vereinbarung, dass a,; := 0 fiir 7 > i ist, vereinfachen wir die Summen-
schreibweise. Wir erhalten

k@:f(t—l—CZT,:L’—i—TZawk]), ’i:lj.__’sl

Jj=1

Dabei heiftt s die Stufenzahl des Runge-Kutta-Verfahrens und beschreibt die
Tiefe der Schachtelungen von f-Auswertungen. Man gibt ein Verfahren oft durch
folgendes Butcher-Schema an:

c|lA
b
Beispiele:
1. Explizites Euler-Verfahren:
00
1
also
ki=f(t+ar,2+0)
=f(t+0,z+0)= f(t, x)
und

\I’H_T’t(l’) =z +71hki =2+ Tf(t, SL’)

2. Verfahren von Runge:

NoI= O

0
1

O~ O

3. ,Klassisches Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4:

0110
iz Y
310 3 0
1l0 010
T T T 1
6 3 3 6

oo
Ne)



Ausfiihrliche Notation:

ki = f(t,x)
ko = f(t+ 37,2+ 37k)
= f(t+ 37,2+ 37ko)
k4 f(t+7' x + Tks)
U (z) =2 + T(hk1 + $ho + Sks + Ska)

Lemma 3.28 Fin Runge-Kutta- Verfahren (A, b, c) ist genau dann konsistent fir
alle f € C(D,RY), falls

> b=1.

j=1

Beweis: Wir benutzen die beiden Bedingungen (3.10) und (3.11) aus Lemma 3.22

und definieren
o(t,x,7) = Zb k; (t,z,7)

Dann gilt (3.10), denn:

Uiy =+ 1 Z bik;(t,z,T)
j=1
=z +o(t,z,T).

Weiterhin gilt &;(¢, z,0) = f(¢, x) fiir alle j, also

o(t, z,0) Zbkmo f(t,2)> b,

Da die Bedingung (3.11) ¢(¢,x,0) = f(t, x) fordert, ist (3.11) genau dann erfiillt,
wenn >, b; = 1 gilt. QED

Lemma 3.29 Besitzt ein s-stufiges Runge-Kutta- Verfahren fiir alle f € C>=(D,R%)
die Konsistenzordnung p, so gilt p < s.

Beweis: Betrachte (AWP)

Die Losung ist
O(1) = "L+ 74 F72 + -+ L7+ O(rP).

Fiir die Konsistenzordnung wollen wir ®+7(z) mit U"*™(z) vergleichen — fiir
f(t,z) = x(t) und t = 0, z = 1. Die echte Evolution ® kennen wir schon. Um
auch W7 (z) zu verstehen, betrachten wir die k;.
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Behauptung: £;(0, 1, 7) ist ein Polynom in 7 vom Grad < j—1, also k; € II;_;.
Vollstidndige Induktion iiber j:
o j=1:k(0,1,7) = f(t+ c17,2) = x € 1y, da konstant in 7.
o j—7J+1:
J
kjt1(0,1,7) = f (t +cT, e+ T Z ajlkl)
1=1

J
=x+T Z a;ik; € 11;, da k; € IT;_; nach der Induktionsannahme.
=1

ell;j 1

Also ist ¥™0(1) € TI(s). Damit erhalten wir:

e - @) I<er
T ——
clls

1+T+"'+éTS+O(TS+1)

Folglich kann die Konsistenzordnung héchstens s sein. QED

Bei der Konstruktion vom Runge-Kutta-Verfahren hat man also zunéchst viele
Wahlmoglichkeiten. Wir stellen aber die folgenden Bedingungen an das Verfahren:

1. Invarianz gegen Autonomisierung und
2. Konsistenzordnung p fiir vorgegebenes p.

Diese Bedingungen formulieren wir im Folgenden als Bedingungen an die Ko-
effizienten (A, b,c) des Verfahrens. Wir betrachten zuerst die Invarianz gegen
Autonomisierung.

Seien 2'(t) = f(t,z(t)) ein (AWP) im R¢ und z(to) = zp. Nach Lemma 3.6 lisst
sich das in ein dquivalentes System im R*!, nimlich in

AW 0= (g) == ()

umwandeln. Dabei gelten die folgenden Aussagen:
e Ist x Losung von (AWP), so ist (¢, z(¢))? eine Losung von (A/VV\P)

o Ist (s,z)T eine Losung von (A/VV\P), so folgt s(t) =t und x ist Losung von

(AWP).
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Formal lésst sich die Aquivalenz der beiden Anfangswertprobleme durch die Evo-
lution ® von 3 = (1, f(y))* und ® von 2’ = f(t, ) folgendermaRen schreiben:

b7\ _ gt (1
o (z) ) )

Diese Eigenschaft soll dann auch fiir diskrete Evolutionen ¥ und U gelten; sie
soll also gewissermafen vererbt werden. Fiir die Evolution ¥ (bzw. WU fiir das
erweiterte System) bedeutet

(\I,fit(x)) = gt (D (3.13)

dass man das gleiche Ergebnis erhilt, egal, ob man ein durch ¥ gegebenes Einschritt-
Verfahren direkt auf die gegebene Differentialgleichung anwendet, oder ob man
das gleiche Verfahren mittels U auf die autonomisierte Differentialgleichung an-
wendet. Man nennt das Verfahren dann invariant gegeniiber Autonomisie-
rung.

Lemma 3.30 FEin explizites Runge-Kutta Verfahren ist genau dann invariant
gegen Autonomisierung, wenn es konsistent ist und es

s
C;, = E aijfﬁrjzl,...,s
j=1

erfillt.

Beweis: Sei 3’ = f(y(t)) die autonomisierte Differentialgleichung mit

7)) = ()

wobei y(t) — ((xft))) und f autonom ist, also f(t,y(t)) = f(y(t)) gilt. Be-

zeichnen wir nun mit K; = ((1{;))’ 1=1,...,s die Stufen von \i/, so gilt:

7

~ ~

Ki = f(t-'-CiT,y—FTZCLijIA(j),

= f(y+7'ZaU_f(j)
() (1)

1
_ 5 - s 7 1=1,...,s,
( f<t+TZj:1 aijlj,x+72j:1 k]) )
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das heikt, {; = 1 und k; = f(t + TY i agl;, o + T i1 agk;) fir i =1,...,s.
Fiir ein Runge-Kutta Verfahren gilt weiter fiir die diskrete Evolution, dass

()= () e (@) - ((C7E0)

Nach (3.13) ist das Verfahren invariant gegen Autonomisierung genau dann wenn

((280)) = ()

= t+T:t+Tij und U (1) :x—l—Tijl%j
=1

J=1

= ijzlundx+7’ijk:j:x+Tijl%j
=1 j=1 j=1
< konsistent und k; = k; fiir alle ¢ = 1,...,s.

Letzteres ist genau dann der Fall, wenn

f <t+cn,x+7‘2a,~jk‘j> =f <t+7'zaij,$+7'zaijkj> 5
j=1 j=1 j=1

also genau dann wenn ¢; = > 7, aj;. QED

Gegen Autonomisierung invariante Runge-Kutta Verfahren bezeichnen wir kurz
mit (A,b) und wir schreiben dann auch V7 (z) = ¥ (z), da man ¢ von der
Matrix A abhéngig ist.

Folgende Bedingungen an die Koeffizienten eines Runge-Kutta Verfahrens haben
wir bisher erarbeitet:

e Das Verfahren ist genau dann konsistent, wenn » > b; = 1, und

e es ist genau dann invariant gegen Autonomisierung, wenn es konsistent ist

2
und ¢; = ) 5, aij.

j=1

Wir wollen nun den ersten der beiden Punkte verallgemeinern und fiir gegen
Autonomisierung invariante Runge-Kutta-Verfahren genauere Forderungen an die
Konsistenzordnung stellen. Diese werden als Ordnungsbedingungen bezeichnet.

Satz 3.31 Ein autonomisierungsinvariantes Runge-Kutta-Verfahren besitzt fiir
jede Differentialgleichung mit p-mal stetig differenzierbarer rechter Seite f die
Konsistenzordnung
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e p=1, falls > b, = 1.
o p =2, falls zusdtzlich Y ;_, bic; =

Lol NI

o p =3, falls zusdtzlich 3 7;_ bic; = 5 und 377 . bia;jc; = 1.

6

? bZC'?’ — 1 5 ) bicia/z“C' _ 1
LA 4, falls zusatzlich 821:1 t 4 ;Z,]:l 7€y 3
>

02 = L (s _ 1 -
’i7j:1 bla[” ] 12 Z’i7j,k:1 bZa’Z]a’]ka Y

Beweis: Wir geben nur die Grundstruktur des Beweises an: Das Ziel besteht
darin, zu zeigen, dass

|07 (z) — @7 (2)|| = O(+P*) fiir 7 — 0.
Dazu geht man in drei Schritten vor:

1. Taylorentwicklung von der exakten Evolution g;(7) = ®7(z) bis zur Ord-
nung p.

2. Taylorentwicklung von der diskreten Evolution g5(7) = ¥7(z) bis zur Ord-
nung p.

3. Koeffizientenvergleich der beiden Taylorentwicklungen.

Der Beweis kann z.B in den Skripten von G. Lube oder von T. Hohage nachgelesen
werden.

Betrachten wir nun die Ordnungsbedingungen genauer:
s = 1: Das Schema fiir s = 1 lautet

c1|an =0

b

Wegen ¢; = a;; = 0 folgt aus der geforderten Konsistenzordnung von p = 1,
dass by = 1 gelten muss. Das explizite Euler-Verfahren ist also das einzige
einstufige, explizite, autonomisierungsinvariante Verfahren der Ordnung 1.

s = 2: Das Schema fiir s = 2 lautet

Wegen der Invarianz gegen Autonomisierung sind ¢; = 0 und ¢y = ag
bereits festgelegt. Als Variablen verbleiben also asq, b1, by, wobei aber die
folgenden Bedingungen beachtet werden miissen:

by +by = 1
bl C1 —|—b2C2 = %
=0
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Aus dem Gleichungssystem ergibt sich

Z)l:

Cy =

1—by

1
o falls b # 0.

(Fiir by = 0 ist das System nicht lsbar.) Man erhélt das folgende Butcher-
Schema fiir b # 0.

Fiir b = 1 folgt beispielsweise die explizite Mittelpunktsregel und mit b = %
die explizite Trapezregel, zu der folgendes Butcher-Schema gehort:

2 2

s = 4: Fiir s = 4 ergeben sich 10 Unbekannte und 8 Gleichungen, siche

0] 0

Co | Q21 0

c3laz azx 0

Cq | Qg g2 ag3 0
by by by by

Man kann sich die ¢; als Stiitzstellen der Quadraturformel vorstellen, also

fiir die Simpson-Regel etwa 0, %, 1, was man mit doppelter Stiitzstelle an %

als

ausdriicken kann. Eine darauf beruhende Losung ist das schon vorgestellte
klassische Runge-Kutta Verfahren.

s = 10: In diesem Fall erhidlt man 1.205 Bedingungen und 55 Variablen.
s = 20: Fiir den Fall s = 10 erwarten uns 20.247.374 Bedingungen .

Man erkennt leicht, dass die Anzahl der Bedingungen mit steigendem p immer
grofker wird.
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Beziehung zur numerischen Integration

Wir méchten kurz eine interessante Beziehung zu Kapitel 1 dieses Skriptes er-
ldutern: Man kann die numerische Integration einer Funktion f € C(]0, 1], R) auf
dem Intervall [0, 1] als Spezialfall des folgenden Anfangswertproblemes

2(t) = f(t)
z(0) = 0

auffassen, denn dessen Losung ist nach dem Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung gegeben durch

o(t) = /0 )

Es entspricht also z(1) genau dem gesuchten Integral. Wendet man auf dieses
(AWP) ein Runge-Kutta Verfahren an, so erhilt man daraus eine Quadraturfor-
mel

/0 f(r)dr = x(1) = U0 ()

= Zo +\7;/ijl€j(t,l’,7')

=0 =1 j=1
= D bt T ) =Y bif(cp).
i=1 =0 =1 J=1

Die jeweils erstgenannten Ordnungsbedingungen aus Satz 3.31 fiir p = 1,2,3,4
entsprechen der Forderung, dass die Monome 1,¢,¢* ¢* mit Stiitzstellen ¢; und
Gewichten b; exakt integriert werden.

Konvergenz von expliziten Runge-Kutta Verfahren

Bisher haben wir ausschlieklich die Konsistenzordnung von Runge-Kutta Ver-
fahren betrachtet. Wir wollen nun die Konvergenz der Runge-Kutta Verfahren
diskutieren. Auch hierzu bendtigen wir in den Voraussetzungen nicht nur die
Konsistenz, sondern auch die Stabilitét.

Satz 3.32 Sei f € C(Dy,R%) und geniige der Lipschitz-Bedingung
| f(x1) — f(x2)|| < Lljzy — x| fir alle x1, x5 € Dy.

Dann erfillt die diskrete Evolution ¥V eines gegen Autonomisierung invarian-
ten Runge-Kutta- Verfahrens die Stabilitdtsbedingung aus Satz 3.24 mit Konstan-
te Ly = ~vL, wobei v > 0 nur von A und b abhdngt. Ist speziell p < 4 und sind
bi,a;; > 0 fiir alle i,j so ist v = 1.
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Beweis: Der Satz ldsst sich durch wiederholtes Anwenden der Lipschitz-Bedingung
im Ausdruck

\ki(t,z,7) — ki(t, 2, 7)]] < ||fx+7‘Za” (t,z, 7)) :L‘+7’Za,] (t,z,7))

< L(llz =& +7 ) ayllky(t 2, 7) — kj(t,xﬁ)ll)
j

nachrechnen. Auf Details gegen wir hier nicht ein. QED

3.3.5 Implizite Runge-Kutta-Verfahren
Als ,, Testproblem® bekannt ist

' (t) = \x(t)

z(0) =1

mit Parameter A € C. Die Losung ist x(t) = e*. Wir betrachten im Speziellen
A € R. Falls A < 0 ist, gilt fiir t — oo, dass die Funktion e und alle ihre
Ableitungen gegen Null konvergieren. Die Hoffnung ist, dass unsere Verfahren
schnell konvergieren. Leider ist das nicht so! Das Heun-Verfahren

ra(tjv) = zal(ty) + TAzA()

liefert eine oszillierende, immer weiter ausschlagende Funktion als Lésung.

Euler-Heun Verfahren zu
T x(t) = —Tx(t), z(0) =1

+ auf dem Intervall 2 bis 5 mit Schritt-
weite h = 0, 3.
I Die echte Losung der DGL ist

A verlauft also fast entlang der z-
Achse. Die Néherung ist unbrauch-
1 bar.
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Um verniinftige Ergebnisse zu erzielen braucht man sehr kleine Schrittweiten.
Warum?

Wir erinnern uns an die Idee des Eulerverfahrens: Nutze die Rechteckregel,

b
&/fvazw—avm>

um das in der Integralgleichung

b
z(t) = xo +/ f(r,x(r))dr
auftretende Integral zu approximieren und erhalte

wa(tjsr) = zalty) +7f(t;, valty))

Benutzen wir stattdessen den rechten Rand des Integrationsintervalls, also

‘/f@MT%®—aﬁ®%

so erhalten wir

za(tjv) = waty) + 7f(tj, 2a(tjsa),
was e auch schon fiir mittlere Schrittweiten recht gut approximiert. Diese Uber-
legung fiihrt zum impliziten Euler-Verfahren.

Graphische Interpretation: Das ezplizite Euler-Verfahren nutzt die Tangen-
te der Losungskurve im jeweiligen Startpunkt ¢;. Das implizite Euler-Verfahren
nutzt die Tangente der Losungskurve im jeweiligen Zielpunkt ¢;.;. Das entspricht
dem expliziten Eulerverfahren ,yon hinten“, d.h. mit Startwert ¢y.

Wir wenden beide Verfahren auf f(z) = Az, 2(0) = 1 mit ¢t; =75, 7=0,...,N
an.

e Explizites Eulerverfahren:

za(tiz1) = zalty) + TAza(t)).

Behauptung: za(t;) = (14 A7)’
Beweis: (Induktion)
J=0=2aa(ty) =2(0) =1=(1+I1)°
Jjr—J+ 1
ralljrn) = zally) + TAza(t))
=1+ M)A+ A7) = (1+ A7)/t

woraus die Behauptung folgt.
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e Implizites Eulerverfahren

Ta(tjt1) = zalty) + TAZA(L 1) = 2a(tjn) = TA_@)Q, TA# L
Behauptung: za(t;) = (ﬁ)ﬂ
Beweis: (Induktion)
j=0=aalte) =2(0) =1 = ()’
J—=J+1
ra(t;) 1 1

:L’A(tj+1) = 1— 7\ (1 — )\T)j (1 —T)\)

1 j+1
- (1—)\T> ’

woraus abermals die Behauptung folgt.

e Zum Vergleich: Die echte Losung ist x(t;) = e,
Wir untersuchen unsere Verfahren auf die Eigenschaft z(¢;) — 0 fiir j — oo der
echten Losung x(t) fir A < 0.

e Im expliziten Euler-Verfahren erhalten wir: za(¢;) — 0 falls [1 — A7| < 1.

Wegen |1+ A7| = |A|7 — 1 ist das fiir 7 < ‘—/2\| erfiillt. Besonders fiir grofe A

sind also kleine Schrittweiten erforderlich.
e Im impliziten Eulerverfahren gilt dagegen

1
= <1
14 [Al7|

1
1 -7

fiir alle Schrittweiten 7, also gilt xa (¢;) — 0 fiir j — oo fiir jede Schrittweite
7. Das erkliart das bessere Konvergenzverhalten des impliziten Eulerverfah-
rens.

Bemerkung: Der eben beschriebene Effekt tritt bei dem AWP 2/(t) = Az(t),
x(0) = 1 auch bei allen anderen Runge-Kutta-Verfahren auf, genauer

V7 >0: lim |Vi(1)] = oo,

|A| =00

wobei W] ein Runge-Kutta-Verfahren zu der Differentialgleichung f(x) = Az ist.
(Die Aussage gilt, weil ¥1(1) ein Polynom € II; ist.)
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Wir erinnern uns daran, dass die exakte Evolution einer Differentialgleichung die
Stabilitdtsbedingung

19540 (9) — @ (go)[l2 < €™+ |lzrg — oI5

erfiilllt (Satz 3.18), wobei L, die einseitige Lipschitzkonstante ist. Fiir explizi-
te Runge-Kutta-Verfahren ,erbt* die diskrete Evolution W diese Stabilitétsei-
genschaften, aber nur mit der Konstanten Ly = L (Satz 3.32), wobei L die
Lipschitzkonstante von f ist. Diese Konstante geht exponentiell in die Fehlerab-
schiatzung aus Satz 3.24

err(TA)eL‘I'(th% Ly >0

err(7a)(t — to) Ly =0

|MMO—$@H§NM)={

ein. Daher wére es gut, wenn Ly ~ L, gilt.

Das ist bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren nicht gegeben, falls L, < L. Solche
Differentialgleichungen nennt man steif. Fiir steife Differentialgleichungen liefern
explizite Runge-Kutta-Verfahren erst fiir extrem kleine Schrittweiten verléssliche
Ergebnisse und sind daher unbrauchbar. Besser wéren Verfahren, bei denen in
die Fehlerabschéitzung nur die einseitige Lipschitz-Konstante L, (und nicht L)
einfliefit.

Steife Differentialgleichungen treten in der Praxis sehr haufig auf und kénnen (wie
in unserem Beispiel) meistens gut mit impliziten Runge-Kutta Verfahren geldst
werden.

Ein s-stufiges implizites Runge-Kutta-Verfahren ist gegeben durch die Vorschrift

ralt +7) = U aa(t) == xat) + 7Y bik;(t, za(t),7)

j=1

ki(t,z,7):=f <t + T, T+ TZaijk:j(t, X, 7')) )

j=1
Die Werte ¢; nennt man auch Knoten, die k; Steigungen.
Das Butcher-Schema lautet:

1| a1 A2 ... QAig
C2 | G271
c|l A
bl
Cs | Qg1 Qg2 ... Agg
by by ... b

100



Notation 3.33

o . A ..
o Fira;; =0,1<j ergibt i’b—T ein explizites Runge-Kutta- Verfahren

o Fir a;; = 0, i < j erhdlt man ein diagonal-implizites Runge-Kutta-
Verfahren (DIRK). Gilt sogar a; =y, so spricht man von SDIRK - Verfahren.

o Gibt es ein j > 1 mit a;; # 0, so nennt man das Runge-Kutta- Verfahren

voll implizit.

Bei der Implementation von impliziten Runge-Kutta-Verfahren sind in jedem
Schritt die Steigungen k; durch Lésen von

ki(t,z,T) :f(tJrciT,erTZaijk:j(t,x,T)), i=1,...,8

j=1

zu ermitteln. Leider funktionieren Fixpunktiterationen nur mit Schrittweitenbe-
schrinkungen (vgl. Euler-Heun Verfahren, Lemma 3.20 auf Seite 81). Man be-
nutzt daher das Newton-Verfahren (oder Varianten davon).

Wir wollen nun implizite Runge-Kutta Verfahren héherer Ordnung konstruieren.

e Das implizites Euler-Verfahren LH hat Ordnung 1.

e Das Mittelpunktsverfahren

T xa(ty) + JTA(th))

ealtyen) =valty) +f (1 + 7 22

S

1
mit dem Butcher-Schema L’— hat Konsistenzordnung p = 2!

Satz 3.34 Es gelten sinngemdjf die Bedingungen fiir Konsistenz und Invarianz
gegen Autonomisierung sowie die Ordnungsbedingungen auch fir implizite Runge-
Kutta-Verfahren (Lemma 3.28, Lemma 3.30 und Satz 3.31).

Zum Festlegen der s? 4+ 2s Parameter eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens
werden héaufig Kollokationsverfahren verwendet: Die Idee von Kollokationsver-
fahren ist es, die Losung eines gegebenen Anfangswertproblemes durch ein Poly-
nom w zu approximieren. Dieses soll das Anfangswertproblem an vorgegebenen
Stiitzstellen 16sen. Als Stiitzstellen definiert man Kollokationspunkte ty + ¢;T,
1=1,...,s. Dann verlangt man

w’(t0+ci7') = f(to-'-CiT,u)(to—i-CiT)), 1= 1,...,8 (314)
w(to) = 2o (315)

fiir das vektorwertige Polynom w € (II5)™. Wir nennen die wesentlichen Resultate:
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Lemma 3.35 Seien fir 0 < ¢; < .-+ < ¢ < 1 die Bedingungen (3.14) und
(3.15) eindeutig losbar. Dann wird durch die diskrete Evolution

Wt (g0) 1= w(ty + 7)

ein implizites Runge-Kutta- Verfahren definiert, das durch die Parameter
Q5 = / Lj(T)de?jT’i,jzl,...,S
0
1
b, = / Li(r)dr firi=1,...,s
0

gegeben ist.

Lemma 3.36 FEin durch Kollokation definiertes, implizites Runge-Kutta- Verfahren
ist konsistent und invariant gegen Autonomisierung.

Der Beweis dieser Aussagen ldsst sich relativ einfach mit den Standardmitteln
dieser Vorlesung zu fiihren. Dagegen ist der folgende Satz ein etwas tiefliegenderes
Ergebnis.

Satz 3.37 Fliir gegebene Parameter cy, . .., cs sei die Quadraturformel fol g(t)dt =~
Y i big(e;) exakt fir alle Polynome in I1,_y mit p > s. Dann hat das zu cq, . . ., cs
gehorende, durch Kollokation gewonnene Runge-Kutta-Verfahren die Konsisten-
zordnung p.
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3.4 Zusammenfassung
Begriffe
e DGL: Differentialgleichung
e AWP: Anfangswerproblem = DGL + Startbedingungen
e gewohnliche/partielle DGL
e explizite, implizite DGL
e autonom

e linear

Transformationen

e jede gewohnliche, explizite DGL der Ordnung k kann in eine &quivalente
DGL erster Ordnung iiberfiihrt werden, d Gleichungen +— k- d Gleichungen

e Autonomisierung: Eine gewohnliche, explizite DGL kann man in eine dqui-
valente, autonome, gewohnliche DGL iiberfiihren

Eindeutigkeit /Losbarkeit

e Gegenbeispiel fiir eindeutige Losbarkeit

e Gegenbeispiel fiir Existenz einer Losung auf ganz [

Aquivalenz: AWP < Integralgleichung
2(t) = f(t,z(t t
D=6y [ st
.T(t()) = X to
e Anwendung vom Banach’schen Fixpunktsatz
e Konstruktion von Einschrittverfahren

e Picard-Lindelof: f stetig + Lipschitzstetig bzgl. der letzten d Variablen.
Dann ist jedes AWP auf einer Umgebung U um den Startwert eindeutig
16sbar.

— Die Losung eines (AWP) ist global eindeutig
— globale Losbarkeit auf ganz I, falls Lipschitzstetigkeit global
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e Folge: Definition der Evolution ® einer DGL 2’ = f(¢, ) durch
P4 (o) = (t),
wenn z die eindeutige Losung von (AWP)

2(t) = f(t,7)

x(to) = xo
e Evolutionen sind durch drei Eigenschaften eindeutig charakterisiert
e Stabilitét einer Evolution

@0 (20) — @40 (2)]| < P [y —
Einschritt-Verfahren

o Gitter A = {to,...,tn} gesucht:

A A — RY

za(tj1) = U (2a(t)))

e explizites Eulerverfahren

e implizites Eulerverfahren

— Euler-Heun-Verfahren (implizit, sukzessive Approximation)
— Pradiktor-Korrektor-Variante

e cxplizites Runge-Kutta-Verfahren
e implizites Runge-Kutta-Verfahren
e Konsistenz von W: drei dquivalente Bedingungen
[ Wh0 (29) — Wh (20)|| — O fiir t — ¢
e Konvergenz
|lza(t) — z(t)|| — O falls 7 — 0, gleichméfig

e Konsistenz der Ordnung p + Stabilitdt = Konvergenz der Ordnung p

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Butcher-Schema

Bedingung an Konsistenz und an Invarianz gegen Autonomisierung

implizite Runge-Kutta-Verfahren fiir steife DGL

Kollokationsverfahren
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Kapitel 4

Optimierung

4.1 Begriffe und Uberblick

Notation 4.1 Sei B C R" und sei f: B — R. Sei weiter P C B. Fin Optimie-
rungsproblem ist gegeben durch

(P) min f(z).

zeP

Man nennt [ Zielfunktion, B Grundmenge und P den zuldssigen Bereich von

(P).

Schreibweise: (P) wird geschrieben als min{f(x) : x € P} oder
min  f(z)
sd. re P’

Bemerkung:

e Es gibt auch Optimierungsprobleme, in denen B C R"™ nicht gilt, zum Bei-
spiel bei der Bestimmung einer Funktion.

e min,cp f(z) ist dquivalent zu — — max,ep —f(z), daher kénnen wir uns
0.B.d.A. auf Minimierungsprobleme beschrénken.

e Da ein Minimum nicht existieren muss, miisste man eigentlich inf,cp f(x)
schreiben - die Schreibweise mit min hat sich aber eingebiirgert.

Notation 4.2 Sei mingcp f(x) ein Optimierungsproblem.
o Jedes x € P heifst zulissig.
e st P =, so nennt man das Optimierungsproblem unzuldssig.

e x € P heifit (global) optimal, falls f(x) < f(2) fiir alle ' € P gilt.
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e © € P heifit lokal optimal, falls es eine ,werniinftig definierte® Umgebung
U(z) C B so gibt, dass f(x) < f(2) fir alle 2’ € U(x). Wenn B =R" gilt,
so kann man immer U(z) = {2’ € R" : ||z — 2’| < e} mit einer Norm || - ||
wdhlen.

Beispiel: Ein aus der Vorlesung schon bekanntes Optimierungsproblem ist die
in Kapitel 2 behandelte Approximation in endlich-dimensionalen Rdumen:

Gegeben: P ,einfache Reprisentanten, x € X
gesucht: y € P so, dass ||x — y|| klein ist, das heifst

min f(y),

wobei f(y) = ||z —yl|.

Wir betrachten jetzt systematisch verschiedene Typen von Optimierungsproble-
men.

Nicht-Restringierte, differenzierbare Optimierung

Definition: B =P =R", f : R” — R differenzierbar.
Ergebnisse:

x* lokal optimal = V f(z*) = 0.

Vf(z*) = 0 und die Hesse-Matrix H(f)(x*) ist positiv definit = z* ist
lokal optimal.

Verfahren: Verfahren des steilsten Abstiegs (,steepest descent), Newton-Verfahren.

Bemerkung: Globale Optima zu finden ist nicht trivial.

Lineare Optimierung

Definition: B =R", P C R" ist ein Polyeder, f : B — R ist linear.

Ergebnisse: Hat (P) eine Losung, so gibt es eine Ecke von P, die (global) op-
timal ist.

Verfahren: Simplex-Verfahren (probiert alle Ecken durch), Innere-Punkte-Verfahren.

Bemerkung: Lineare Optimierung ist weitestgehend verstanden; Effizienz-Steigerung
ist aber immer noch sinnvoll.
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Konvexe Optimierung

Definition: B =R", P C R” konvex, f : R" — R konvex.
Ergebnisse:

Sei x* lokales Minimum = z* ist globales Minimum.

x* ist (global) optimal auf R" < Es existiert ein Subgradient £ = 0 an
x*. Auch fiir P C R” lassen sich globale Minima durch Subgradienten

charakterisieren.
S
\
7 |
Subgradienten

Verfahren: Subgradienten-Verfahren, Volume Algorithmus

Bemerkung: Fiir spezielle Probleme gibt es effizientere Verfahren.

Konkave Optimierung

Definition: B =R", P C R" konvex, f:R" — R konkayv.

Ergebnisse: Hat (P) eine Losung, so gibt es einen Extrempunkt von P, der
optimal ist. Ist P ein Polyeder, so gibt es eine optimale Ecke. Insbesondere
gibt es eine Optimallésung z* € OP.

Verfahren: Auffinden einer endlichen Kandidatenmenge (FDS = finite domina-

ting set).

Ganzzahlige (lineare) Optimierung

Definition: B = Z™, P’ C R"™ ist ein Polyeder, P = PN B, f : R — R ist
linear.

Ergebnisse: Diese liegen vor allem in Spezialfillen vor, zum Beispiel als Ergeb-
nisse im Bereich der Polyeder-Theorie.
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Verfahren: Spezialverfahren, welche die Strukturen von P’ ausnutzen (TU-Matrizen),
ansonsten Gewinnung von oberen Schranken (durch Heuristiken, wie zum
Beispiel allgemeine Heuristiken wie Simulated Annealing, genetische Algo-
rithmen, Tabu-Suche) und unteren Schranken (durch Relaxationen).

Bemerkung: Das Problem ist NP-schwer, das heift ein exaktes Verfahren mit
polynomieller Laufzeit ist nicht zu erwarten.

Diskrete Optimierung

Definition: B endliche Menge, P C B beliebig, f : B — R.

Ergebnisse: je nach Problem

Verfahren: je nach Problem oder im Allgemeinen wie Simulated Annealing

Bemerkung: Es gibt effizient 16sbare und NP-schwere Probleme.

Beispiel: gegeben ist ein Graph mit Knoten und Kanten, wobei jede Kante eine
(positive) Lénge hat.

Kante

Start

Ecke

Aufgabe 1: Finde einen kiirzesten Weg vom Start zum Ziel.
B = {alle moglichen Wege vom Start bis zum Ziel},
P =B,
f:B—=R, f(Weg)=Linge des Weges = Z Lange(Kante).
Kanten im Weg
Dieses Problem ist effizient 16sbar in Zeit O(n?) (n sei die Anzahl der Kno-

ten im Graph).

Aufgabe 2: Finde den kiirzesten Weg vom Start bis zum Ziel, der alle Knoten
genau einmal besucht.

B = {alle moglichen Wege vom Start bis zum Ziel},
P C B enthilt die Wege, die alle Knoten genau einmal besuchen
f:B—1R, f(Weg)=Linge des Weges.
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Fiir dieses Problem ist kein effizientes Verfahren bekannt. Es ist schon NP-
schwer, herauszufinden, ob P # @, d.h. ob es iiberhaupt einen Weg vom
Start bis zum Ziel gibt, der alle Knoten genau einmal besucht.

Die Umgebung eines Weges W kann man z.B. definieren als
U(W) = {Wege W', die durch Vertauschen von zwei Knoten auf dem Weg W entstehen }.

Ein Verfahren, das innerhalb von solchen ,benachbarten zulissigen Losungen
Elemente einer Losung paarweise tauscht nennt man auch zwei-opt. Das Ergebnis
eines zwei-opt Verfahrens ist immerhin lokal optimal.

Kontinuierliche, restringierte Optimierung

Definition: B=R", PCR", f: B — R.
Ergebnisse: Diese existieren nicht in dieser Allgemeinheit.

Verfahren: Barriere-Verfahren, Penalty-Verfahren (exakt), allgemeine Heuristi-
ken wie Simulated Annealing

Die genannten Klassen von Optimierungsproblemen sind allerdings keineswegs
disjunkt. So lassen sich viele diskrete Probleme als ganzzahlige Programme for-
mulieren, oder auch ganzzahlige Programme als nichtlineare Probleme.

Es soll auch nicht unerwahnt bleiben, dass es noch viele weitere Klassen von Op-
timierungsproblemen gibt. Darunter fallen u.a. quadratische Optimierungspro-
bleme, die beispielsweise mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten gelost
werden konnen.

4.2 Iterative Optimierungsverfahren

In diesem Abschnitt soll auf einige iterative Verfahren zur Losung von Optimie-
rungsproblemen eingegangen werden. Dabei betrachten wir zuerst differenzier-
bare Probleme ohne Nebenbedingungen und stellen das Verfahren des steilsten
Abstiegs und (kurz) das Newton-Verfahren vor. Danach diskutieren wir Verfah-
ren, die man auf sehr allgemeine restringierte Probleme

min{ f(z) : x € P}
anwenden kann, ndmlich das Strafverfahren und Simulated Annealing.
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4.2.1 Differenzierbare, nicht-restringierte Probleme

In diesem Abschnitt betrachten wir die Minimierung einer differenzierbaren Funk-
tion f : R® — R iiber dem gesamten R". Wir gehen davon aus, dass uns schon
Verfahren zur Minimierung von eindimensionalen Funktionen f : R — R zur
Verfligung stehen. Solche Verfahren nennt man ,Line Search® Verfahren, darun-
ter sind zum Beispiel

Intervallhalbierungsverfahren, Dichotomous-Suche, Verfahren des gol-
denen Schnitts

oder, fiir differenzierbare Funktionen
Gradienten oder Newton-Verfahren.

Die Methode des steilsten Abstiegs in der mehrdimensionalen Optimierung be-
ruht auf der Idee, eine Losung x € P in jedem Schritt entlang einer fest gewédhlten
Richtung d durch Losen eines eindimensionalen Optimierungsproblems zu verbes-
sern, also durch Losen des eindimensionalen Problems

min f(xz+ Ad)

mit Line Search, wobei f die Zielfunktion darstellt.

._,.-"%(k+1)

\
g X\‘“‘\%

R

£

Wihle 21 als den besten Punkt entlang der Richtung d. Wir diskutieren zu-
néchst, wie man die Richtung d wihlen kann.

Notation 4.3 Sei f : R" — R eine Funktion, sei x € R. Eine Richtung d € R"
ist eine Verbesserungsrichtung an x beziglich f, falls es ein 6 > 0 so gibt, dass

flz+ ) < f(z) fir alle X € (0,9).

Das folgende Lemma gibt ein Kriterium, an dem man Verbesserungsrichtungen
leicht erkennen kann.

Lemma 4.4 Sei f : R® — R eine Funktion, seien x,d € R". Ist die Rich-
tungsableitung f'(x,d) von x in Richtung d echt kleiner als Null, so ist d eine
Verbesserungsrichtung.
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Beweis: Es gilt

[zt Ad) — f(2)
"(z,d) =1 :
flz,d) = lim 3
Wegen f'(z,d) < 0 gilt also f'(x+ Ad) < f(z) fiir alle hinreichend kleinen A > 0.
QED

Man kann also jede Richtung d mit negativer Richtungsableitung wéihlen. Um
eine moglichst grofse Verbesserung zu erzielen, macht es Sinn, eine Richtung d zu
wihlen, bei der die Richtungsableitung so klein wie moglich ist, also die ,,Richtung
des steilsten Abstiegs”. Das folgende Lemma zeigt, wie man diese Richtung findet.
Wir bezeichnen den Gradienten einer Funktion f : R” — R an x € R" mit
Vf(z) e (R")*. Weiterhin sei || - || im Folgenden die Euklidische Norm.

Lemma 4.5 Sei f: R" — R differenzierbar und sei V f(x) # 0. Dann ist

o (Vi)

IV ()]

die normierte Richtung mit kleinster Richtungsableitung, das heifit

f'(x,d) < f'(x,d) fiir alle d € R™ mit ||d|| = 1.

Beweis: Sei d € R" mit ||d|| = 1 beliebig. Dann gilt:

ot | S D) (@)
£, d)] = | Jim S

= |V f(x)d|, weil }\ir%f(x+ M) = f(z) + AV f(x)d
< |IVf(@)|l - ||d|| nach Cauchy-Schwarz

N o/ CO10:44Co) | VN
= IV = TG = V@) dl =17 )

Weiterhin ist d eine Abstiegsrichtung wegen

R
Mo d) = =G @]

= —[IVf(x)ll <0.

QFD
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Algorithmus ,,Steepest Descent*
Sei (O € R” beliebig, k = 0.
1. Sei d®) := —V f(z®). Falls Vf(z®) = 0, dann STOP.

2. Lose das eindimensionale Optimierungsproblem minyso{ f(z®+Ad®)}. Sei
x* die Losung.

3. oD .= 2* gehe zu 1.

Bemerkung: Liegen alle *) in einer kompakten Menge, so konvergiert ) — 7
mit Vf(Z) = 0. In der Praxis macht das Verfahren in der N&he des Minimums
meistens nur sehr kleine und fast orthogonale Schritte. Man spricht auch von
wZick-Zack-Pfaden®.

Wihrend das Verfahren des steilsten Abstiegs den Gradienten und damit eine
lineare Approximation der Funktion f verwendet, nutzt das Newton-Verfahren die
quadratische Approximation an die Funktion f. Um einen Punkt x mit V f(z) =0
zu finden, wird f in jedem Schritt durch seine quadratische Approximation ersetzt
und eine Nullstelle ihrer Ableitung bestimmt.

Die quadratische Approximation von f an z*) ist

(@) = ale) = FH) + FF )@ — o)+ 2 - o) H )@ - o),

wobei H(z®) die Hesse-Matrix von f an z®) ist. Wegen
Vq(x) = Vf(g;(k)) + (H(a:(k))(a: _ x(k)))t

gilt:
(Va(x))' =0 (Vf(@™)" + H(zW) (@ —2M) =0,

also falls
v =" — (H(@W) (Y f(zW))".

Entsprechend lautet das Verfahren

Newton-Verfahren
Sei 2(® € R™ beliebig, k = 0.
1. Falls Vf(z®) = 0, dann STOP.
2. Sonst setze zF+tY) 1= 2®) — (H(2®))"Y(V f(2®))t, k := k + 1, gehe zu 1.

Unter gewissen Voraussetzungen kann quadratische Konvergenz gezeigt werden.
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4.2.2 Restringierte Probleme

Wir betrachten
min{ f(z) : x € B,x € P}.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Verfahren aus dem letzten Abschnitt auch
zum Losen von restringierten Problemen zu nutzen. Eine Idee besteht darin,
den berechneten Punkt 2*) in jedem Schritt zulissig zu machen, z.B. durch die
Projektion von 2*) auf P, d.h. man wihlt den Punkt z aus P, der ||z — 2*| mi-
nimiert. Das wird erfolgreich im Subgradienten-Verfahren fiir konvexe Probleme
eingesetzt. Eine andere Variante ist es, unzuléssige Losungen zu bestrafen. Man
spricht von Strafverfahren. Betrachten wir dazu

P={zxeR":g(r)<0,i=1,...,mund
hij(x)=0,7=1,...,1}

als zuldssige Menge unseres Optimierungsproblems. Wie kann man unzulissige
Losungen bestrafen?

Beispiel:
e Das Problem
min f(z), s.d. h(z) =0
wird umgewandelt in min f(x) + ph*(z), u grok.
Straft

e Das Problem
min f(z), s.d. g(z) <0

wird umgewandelt in min f(z) + p(max{0, g(z)})?

(.

Strafterm

Notation: Se:
(P) min{ f(x) : x € P} mit P C B.

Dann heifit a : R" — R Straffunktion fir (P), falls
a(x) =0 fir alle x € P und o(z) > 0 falls x ¢ P.
Das beziiglich o und p > 0 relaxierte Problem ist dann
(B)  min{f(z)+ pa(e) v € B},

Weiterhin sei 0(p) = inf{ f(z) + pa(z) : x € B} fir p > 0 der Zielfunktionswert
von (P,).

Es gilt:
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Lemma 4.6
min{ f(z) : x € P} > 0(u) fir alle p >0 (4.1)

Beweis: Sei 2* eine Losung von P. Dann ist «* € B, also fiir (P,) zuléssig, und
erfiillt

Fat) = f(@7) + poa®) > min f(x) + pa(z),
\7,0_/ TE

also ist die Losung von (P,) mindestens so gut wie z*. QED

Man kann aber noch mehr zeigen:

Lemma 4.7 Sei P # @ und existiere eine optimale Losung x,, von (P,) fir alle
1> 0. Dann gilt:

e O(u) ist monoton wachsend.

o o(X,) ist monoton fallend.

o f(X,) ist monoton wachsend.
Beweis: Ubung.
Daraus folgt schliefslich der folgende Satz:

Satz 4.8 Sei P # @ und ezistiere eine optimale Lisung x, von (P,) fir alle
>0 so, dass alle x,, in einer kompakten Teilmenge von B enthalten sind. Dann
gilt
min{ f(z): x € P} =supf(u) = lim 6(u).
>0 H—00
Weiter sei A, > 0 und A\, — oo fir k — oo. Ist (x), )ren konvergent, dann ist
x = limy_.o xy, eine optimale Losung von (P).

Es ergibt sich der folgende Algorithmus:
Seiﬁ>0,[ﬁ1>0,k’:1.

1. Lose
(P..) min{ f(x) + upa(z) : x € B}

und erhalte x;; als optimale Losung.

2. Falls ppa(xpy1) < €1 Tp ist zuléssig fiir (P) und nach (4.1) optimal. STOP.
Sonst: pigi1 = Buk, k =k + 1, gehe zu 1.

Satz 4.8 garantiert Konvergenz zu einer Optimallosung.

114



Lokale Suche

Hat man bereits eine Losung © € P gefunden, besteht die Moglichkeit, diese
mittels einer lokalen Suche zu verbessern, um ein lokales Optimum zu erreichen.
Dazu sucht man die ,Nachbarschaft* von x ab. Das Verfahren l&sst sich auch gut
auf diskrete Probleme anwenden.

Beispiel (Nachbarschaften):

o Fiir
min{ f(z):x € P}, P CR"

kann man N(z) = U.(z) N P wihlen.

e Betrachtet man
min{f(z): x € {0,1}"}

so kann man zum Beispiel
N(z) = {2' € {0,1}" : x und 2’ unterscheiden sich nur an hichstens &k Stellen}
wihlen, wobei k (meistens klein) fest gewahlt ist.

o [st
min{ f(P) : P Weg in Graph},

so bietet sich
N(P) = {Wege P’ die aus P durch Vertauschen von zwei Knoten entstehen }

al.

Fiir die lokale Suche sei x € P gegen.
1. Teste, ob es 2/ € N(z) mit f(z') < f(z) gibt.

2. Falls ja, setze x := 2’ und gehe zu 1.

Sonst: z’ lokal optimal, STOP.

Das Verfahren macht Sinn, wenn Schritt 1 leicht zu l6sen ist. Oft kann man sogar
schnell

min{f(z') : 2’ € N(x)}

16sen, z.B. wenn die Funktion lokal konvex ist, die Mengen N (z) konkave Bereiche
sind oder lokale Konvergenz wie beim Newtonverfahren durch Durchprobieren im
diskreten Fall vorliegt.
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Simulated Annealing

Beim Simulated Annealing versucht man, die lokale Suche so abzuindern, dass
man mit hoher Wahrscheinlichkeit ein globales Optimum findet. Man erlaubt da-
zu auch Schritte, in denen sich der Zielfunktionswert verschlechtert. Dabei soll die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Verschlechterung gréfier sein, wenn die Verschlechte-
rung nur klein ist und im Laufe des Verfahrens abnehmen.

Start
e

N\

Ergebnis bei
lokaler Suche

Wir erhalten folgenden Algorithmus:

ALgorithmus: Simulated Annealing
Input: z € P, T}, die ,Starttemperatur”, 0 < o < 1.
Solange T}, grof genug (,nicht gefroren®).

1. Wihle zufilliges 2’ € N(x).

2. Ist f(2') < f(x), setze x = 2’ und gehe zu 1.
Ist f(2') > f(z), setze x := a2’ mit Wahrscheinlichkeit

_fEH—f(=)
e T .

Setze Tyy1 := o/} und gehe zu 1.

Die Idee entstammt chemischen Abkiihlungsprozessen, bei denen bei hoher Tem-
peratur eine stabile Molekiilbewegung zu beobachten ist, beim Abkiihlen aber
energieminimale Anordnungen entstehen. Dabei macht das Verfahren nur Sinn,
wenn die Nachbarschafts-Definition die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. x € N(z), fiir alle z.
2. z € N(@') &2’ € N(x).

3. Fiir alle x,2’ existiert eine Folge zy, so dass x € N(xy), x; € N(xit1),
i=1,....,k—1, 2 € N(«'), d.h. jeder Punkt ist von x aus erreichbar.
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Kapitel 5

Eigenwertaufgaben

5.1 Motivation

Sei u(x,t) die vertikale Auslenkung einer eingespannten Saite an der Position
x € [0, 1] zur Zeit ¢.

BV

u erfiillt ndherungsweise die Wellengleichung

0%u 1 d%u

u(0,t) =u(l,t) =0, teR,

wobei ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist. Wir suchen zeitharmonische Losun-
gen, das heifst wir machen den Ansatz

u(z,t) = Re(v(z)e™)

mit unbekanntem w € C. Einsetzen liefert die gewohnliche Differentialgleichung

2

—"(z) = <f) o(x), € (0,1) (5.2)

c
v(0) =v(1)=0

Das ist ein Eigenwertproblem fiir den Differentialoperator

A {u € C*([0,1])|v(0) = v(1) =0} — C([0,1]),  ur —u".
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Diskretisiert man nun dieses Problem, so erhélt man ein Matrix-Eigenwertproblem.
Betrachten wir hierzu die Gitterpunkte

1
ry=jh j=0,... N, h=

und approximieren die zweite Ableitung durch den Differenzenquotienten

1 .
—v"(z;) ~ ﬁ[_ v(zj1) +20(z;) —v(zrjm)], j=1,...,N—1.
=Vj-1 =vj; =Vj+1

Damit bekommt die Differentialgleichung 5.2 die Form

1 w2 .
ﬁ<—’l]j,1+2vj—vj+1): (—) Vs, ] Il,,N—l
c
und man erhilt das Problem
2 -1 0 U1 (]
) -1 2 -1 : :
.. =1
0 -1 2 UN-1 UN-1

Insgesamt haben wir also das Problem 5.1 in ein Matrix-FEigenwertproblem iiber-
fiihrt.

5.2 Eigenwerte

Definition 5.1 Sei A € R™*". Eine Zahl XA € R heifit Eigenwert zum Figenvektor
x € R*\ {0}, falls
Ax = Mz

qgilt.

Die einfachste Berechnung fiir den Eigenwert A benutzt das charakteristische

Polynom
w(A) = det(A — A1d).

Aus AGLA ist bekannt, dass ¢ € II,, ein Polynom ist, dessen Wurzeln die Eigen-
werte von A sind. Verfahren, die das charakteristische Polynom verwenden, heifsen
direkte Verfahren (z.B. Newton-Verfahren auf ¢ angewendet). Im Allgemeinen ist
die Berechnung des charakteristischen Polynoms durch die Determinante jedoch
sehr aufwindig, also werden wir im Folgenden Verfahren betrachten, welche die
Berechung von ¢ vermeiden. Diese Verfahren heifen iterative Verfahren.
Grundsitzlich gibt es viele verschiedene Aufgabenstellungen:
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e Berechnung des grofiten bzw. kleinsten Eigewertes
e Berechnung aller Eigenwerte
e Berechnung einiger Eigenwerte mit zugehorigen Eigenvektoren

e Berechnung aller Eigenwerte mit zugehorigen Eigenvektoren

In der Vorlesung werden wir die erste und die vierte Aufgabenstellung betrachten
und fiir diese jeweils ein Beispiel angeben.

5.3 Lokalisierungssatz

Satz 5.2 (Lokalisierungssatz) Ist ||-|| eine zu einer Vektornorm passende Ma-
triznorm, so gilt fiir jeden Figenwert X von A die Abschditzung

A < p(A) < ||All (siehe Numerik I).
Weiterhin gilt der folgenden Satz.

Satz 5.3 (Gerschgorin) Fir A = (a;,) € IK"*" definieren wir die Gerschgorin-
Kreise als

GjZI AelK \)\—ajj|§2\ajk\ s jzl,...,n
k=1
k#j Y,
und .
Gr=QAeK|A—awl < lagl p, k=1,....n.
=1
oo

Dann gilt fir alle Eigenwerte A\ von A:
el Ja, wd xel G

Beweis: Sei Ar = Az und ||z||.c = 1. Wihle einen Index j mit |z;| = ||z||o = 1.
Dann gilt

[A—aj;| = [(A=az;)z;| = [(Az); —aja;] = Zaakﬂfk < Z |ajn|zi] < Z |ajil.
k#] k#] k#a

Daraus folgt A\ € U;.Lzl Gj. Da A* die komplex konjugierten Eigenwerte von A
besitzt, folgt nun auch A € |J;_, G;. QED
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Im Folgenden wollen wir untersuchen, ob die Eigenwerte von A* stetig von den
Matrixeintrédgen abhingen. Zudem werden wir untersuchen, was man iiber die La-
ge eines Eigenwertes sagen kann, wenn man ,ungefihr” einen Eigenvektor kennt.
Wir werden hier nur den Fall von symmetrischen Matrizen untersuchen.

Die Resultate gelten in dhnlicher Form auch fiir normale Matrizen (AAT = AT A).
Bei nicht-normalen Matrizen muss man mit extremer Empfindlichkeit der Eigen-
werte bei ungenauen Daten rechnen.

Satz 5.4 (Rayleigh) Sei A € R™" symmetrisch. Seien \y > Xy > ...\, die

FEigenwerte von A mit zugehorigen, orthonormalen Figenvektoren x+, ..., x,. Sei
Vi=R" und V; = {x € R"|z'x), = 0 fir alle 1 <k < j—1}. Dann gilt
tAx
Aj = max - fiir alle 1 < 7 <n.

. . . . . n .
Beweis: Sei x € V; \ {0}. Dann ldsst sich  schreiben als x = 7. cpay mit
¢y = x'xy, da der Raum Vj von den z;, . . ., x,, aufgespannt wird und die z, ..., x,
orthonormal sind. Also gelten z'z = ZZ:J. ci? und Az = ZZ:J. c\pTrp. Man

rechnet nun nach, dass

n 2 n 2

sPAT D O - Aj D e Ch

t n 2 = n 2

L Zk:j Ck Zk:j Ck

Daraus folgt nun, dass

g

x'Ax
max p
zeV;\{0} T'T

<\

gilt. Fiir den Eigenvektor z; zu \; gilt die Gleichheit, also wird das Maximum
auch angenommen. QED

Satz 5.5 (Courant) Sei A € R™" symmetrisch und seien \y > ... > \, die
FEigenwerte von A. Dann gilt

t

Aj = min max
U;eM; xz€U; rtx
z#0
Rayleigh
Quotient

fiir alle 1 < 5 < n,

wobei M; die Menge aller (n+ 1 — j)-dimensionalen Unterriume von R™ bezeich-
net.

Beweis: Seien z1,...,xz, orthogonale Eigenvektoren und die V; wie in Satz 5.4.
Aus V; € M; folgt

) xtAx
min  max —
U;eM; ecU\{0} Ttz

Umgekehrt gibt es fiir jedes U; € M; ein z € U; \ {0} mit 2’z = 0 fiir j + 1 <
k < n. Also wird das Minimum angenommen.

j.
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Korollar 5.6 Seien A, B € R™" symmetrisch. Seien A\ (A),..., \i(A) bzw.
M(B), ..., \(B) die zu A bzw. B gehdrenden Figenwerte. Dann gilt fiir jede
beliebige natirliche Matriznorm:

[A;(A) = X (B) < [[A = B,

Beweis: Ubung.
Tip: Zeige A\;(A) < A\j(B) + ||A — B|| und verstausche die Rolle von A und B.

5.4 Verfahren von Mises
Sei A € R"*™ diagonalisierbar und habe einen dominanten Eigenwert, das heifst es
gilt [A1] > |2 > ... > |\, fiir einen Eigenwert A\;. Sei z1,...,x, eine Basis aus

Eigenvektoren, dann hat jedes x € R™ eine eindeutige Darstellung z = Z?Zl ;T
mit aq,...,q, € R. Nun gilt

Ame = A" =Y apha = A | anm+ ) (ﬁ) zi [ (5.3)
j=1 j=1 J=2

J/

-~

=:Rm
Man erkennt nun, dass R,, — 0 fiir m — oco. Also erhalten wir, falls a; # 0, dass
A
AT
Das Problem ist jetzt, dass A\; unbekannt ist. Auferdem konvergiert A™x nur fiir

|A1] < 1. Ein Ausweg aus dieser Situation ist, dass man eine andere Normierung
vornimmt. Wir betrachten

— 1.

n 2
1A™ ], = <Z ajammxm> = ™ (o |21 ]l2 + 7). (5.4)
dk=1
mit R 3 r,, — 0 fiir m — oo. Dann folgt
A Ligly AT o )
= . by | T . 5.5
Ay~ Papt Amgy T Pl fiirm oo (5.5)

Definition 5.7 Bei dem Mises-Verfahren (auch Potenzmethode genannt) wird
2(0)

ein Startvektor x(©) = Z?Zl a;xj, oy # 0 gewdhlt und y(0) = TeO] gesetzt. Fir
m > 1 wird dann definiert

™ = Ay(m=1)

(m)
ym = % mit o, € {—1,1} so, dass y(m)ty(m_l) > 0.
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Dabei bedeutet die Vorzeichenwahl, dass der Winkel zwischen y™ und y™=Y im
Intervall [0, 5] liegt, also dass es beim Ubergang von y™ Y zu y™ keinen Sprung
gibt. Um a1 # 0 miissen wir uns keine Sorgen machen, denn Rundungsfehler
stellen die Bedingung meist sicher.

Satz 5.8 (Konvergenzbeweis fiir von Mises) Sei A € R"*" diagonalisier-
bar und habe einen dominanten Eigenwert Ay, dann gilt:

o [z = [Ad] fiir m — oo,

o y™ konvergiert fiir m — oo gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert
)\1)

o 0™ — sign(\y), das heifit o™ = sign(\y) fiir m grof genug.

Beweis: Durch Induktion kann man zeigen, dass

A(m) ,(0)

(m) _ ;m), ), =~
ST Ao,

firm=1,2,....

Einsetzen ergibt dann

A(m+1) 1,(0)

(m+1) — fym) — 5m) .. ;1)
N KOOI

Aus (5.5) folgt nun, dass

m+1

|2 ||y — | Ay] fiir m — oo

gilt. Wir nehmen nun ohne Einschrinkungen an, dass ||z;||» = 1, dann gilt:

) )\T(alxl + Rm)
(Al (lea] 4 7m)
= O'(m) e 0-(1) . Sign()\l)m Sign(&l)xl -+ Pms

Y = lm) . ) mit (5.4) und (5.3)

wobei p,, — 0 fiir m — oo. Daraus folgt, wenn o™ konstant ist fiir groke m,
dass y™ gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert \; konvergiert. Dieses
gilt, weil

o A" Haz' + Ry ') (ary + Ry)
(A=Y (e | + ) (loa | +7m)
ar>+ oz Ry + a1 Ry 1'v1 + R 1" R
a2+ |ea | (Tim—1 + 7)) + 17

0 < ym=Dlym) — Gm)ym-1) . mit (5.4) und (5.3)

= o™ sign()\;) -

TV
—1 fiir m—oo
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Wielandt-Verfahren (Inverse Iteration, Nachiteration)

Sei A diagonalisierbar und A; ein einfacher Eigenwert von A. Sei A kein Eigenwert
von A und eine Néherung an \;, das heifst

|A-—-Aj|<<|k-—lkk|ﬁh‘k #éj

Es folgt: (A — A1d) ist nichtsingulér und (A — A1d)~" hat die Eigenwerte gz mit
Ai = x5~ Also hat die Matrix (A —ATId)~" einen dominanten Eigenwert ); und
die von Mises Iteration ist anwendbar.

Jakobiverfahren

Sei A € R™*™ gymmetrisch. Wir betrachten die Frobenius-Norm

1Al = [Z |aij|2]

1,j=1

Lemma 5.9
1. ||A]|p = spur(AT A) = spur(AAT)
2. |Allr = QT AQ|lF, Q orthogonal
Beweis:
1. Da fiir die Spur eines Matrixprodukts AB mit A, B € R™*"™ gilt
spur(AB) Z a;;bj; = z": bijaj;; = spur(BA),
ij=1 ij=1

bekommen wir insbesondere

spur(ATA) = spur(AAT) = Z |ag;]?.

2,7=1

2. Wir nutzen die Eigenschaft einer orthogonalen Matrix QQ € R™™: Q~! =
Q.

1Q"AQ|IF = spur(Q" AQQ" AT Q) = spur(Q"AATQ) = spur(A"QQ" A)
ur(ATA) = || Allr.

QED
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Ist A € R™™ symmetrisch, so lasst sich A nach dem Spektralsatz mit einer
orthogonalen Transformation auf Diagonalgestalt bringen. Zusammen mit dem

Lemma folgern wir
n n

1AlIF = lal® =D Il

ij=1 i=1

Definition 5.10 FEine Aulennorm ist eine Abbildung

N :R™™ 5 R
n n
A=Y agl = AR =D Jaul®
ij=1 i=1
i#£]

Bemerkung: Die Aufsennorm ist keine Norm!

Trivialerweise verschwindet die Aufennorm fiir Diagonalmatrizen. Sei a;; ein
Nichtdiagonalelement, d.h. ¢ # j, ungleich Null. Wir betrachten eine Teilmatrix
unserer symmetrischen Matrix A, ndmlich:

Qi Qg5
@ij  Qjj

Wir wollen nur mithilfe von Rotationen die Nichtdiagonalelemente eliminieren.

bi bi;\ [ cosp sing Qi; A cosp —singp
bi; bjj)]  \—sing cosp) \a; a;;) \sing cosy
[ cosp sing @3 COS P — @ SN A5 COS P — Ay SIN P
~ \—sing cosy/) \a;jcosp+ajjsing ajjcosp — a;;sing
Also lésst sich das transformierte Matrixelement b;; auf folgende Art und Weise
berechnen:
bij == ai; cos? Y — a;; cos @ sin @ + @5 SN (P COS Y — Ay sin? ¢
= (aj; — a;;) sin p cos ¢ + a;j(cos® p — sin® )
= %(ajj — aii) sin 2g0 + a;; COS 2g0
Wollen wir es verschwinden lassen, folgt
cot 2¢ = i — 45
2(12‘]'
Um Kosinus und Sinus als Winkelfunktionen zu vermeiden, definiert man 7 :=
cos(2p) = cos?p — sin®, ¢ € [—m/4,7/4]. Dann gilt: cosp = /(1+7)/2,
sing =0+/(1 —7)/2, o(p) € —1,1. Sei ¢ so gewihlt, dass

g
CLZ‘J‘T + (ajj — aii)gv 1-— T2 =0.
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Eine Moglichkeit ist
Qi — Qjj

T = , o = sign(ai;)
\/ daf; + (ai — aj;)?

wahlen. Das Vorzeichen o ergibt sich wegen des Zahlers von 7. Statt der Rotati-
onsmatrix konnen wir also die Transformationsmatrix

c —s it B 147 ds— 1—7
s ¢ mi c= 5 und s = o 7

verwenden. Wir gehen von der Teilmatrix zur gesamten Matrix iiber.

Definition 5.11 Sei 1 <1i < j <n. Dann nennen wir die Matrix

1
1 mit
¢ . 5 ¢ = cos p,
5 = —sin p,
1 Gii = gj; = COS ©,
s c 9ij = —gji = sin g,
1 ansonsten Identitdt
1

eine Givens-Rotation bzw. eine Jakobi-Transformation.
Offensichtlich gilt:
Lemma 5.12 Die Givens-Rotation ist orthogonal.
Satz 5.13 Sei A € R™" symmetrisch, i # j mit a;; # 0. Die Matrix
B = G’Z-jAGiTj

1. ist wieder symmetrisch,

2. es gilt bj; =0,

3. A und B unterscheiden sich nur in der i-ten bzw. j-ten Spalte/Zeile

4. und N(B) = N(A) — 2a3;.

125



Beweis: Aussagen 1-3 folgen aus den bisherigen Uberlegungen. Weil die Frobeni-
usnorm unter orthogonalen Transformationen invariant ist, gilt

1 el =16 5)
aij aji) || bij by
Uber diese Gleichheit und b;j—q erhalten wir durch Quadrieren a? + a?; 4 242, =

by, + b3;. Wir konnen — da alle anderen Diagonalelemente von A und B gleich
bleiben — auf die Aufennorm zuriickschliefen.

F

n n

N(B) =Bl = > bl = A7 =) lbwil®
k=1 k=1
= N(A) + ) (larl* — [brl)
k=1
= N(A) - 2a;;.

QED

Aus diesen Ergebnissen formulieren wir das Jakobi-Verfahren:

Definition 5.14 Sei A € R™" symmetrisch. Im klassischen Jakobi-Verfahren
wird zundchst AQ = A gesetzt und fir m = 1,2, ... iteriert mit A™ = (al(,zn)):

1. Suche i # j mit \aﬁ}”’| = max |a”| und setze G = G,

2. setze A1) — Gm) gAm) Gm) "

Das Verfahren sucht also das grofte Element aus der Matrix heraus und transfor-
miert es auf Null. Weil wir mit symmetrischen Matrizen arbeiten, miissen wir nur
eine obere Dreicksmatrix durchsuchen. Obwohl bei jeder Transformation Nullen
wieder verschwinden konnen, liegt Konvergenz vor.

Satz 5.15 Das klassische Jakobi-Verfahren konvergiert zumindest linear in der
Auflennorm.

Beweis: Wir betrachten ein festes m und erwéhnen es daher nicht. Da wir |a;;| =
max;.y, |ay;| gesetzt haben, kénnen wir damit N(A) abschétzen:

N(A) = Ja* < n(n — 1)ay|*,
LE=1
Ik

woraus folgt
N(A)
Qg5 > —
n(n —1)
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Jetzt betrachten wir einen Iterationsschritt

N(B) = M) — 2l < (1- 2 ) )

und stellen lineare Konvergenz fest, da der Exponent von ¢ gleich 1 ist.  QED

Zwar wissen wir nun, dass die Aufennormen beim Jakobi-Verfahren gegen Null
konvergieren, doch wissen wir nicht, ob dann auf der Diagonalen auch wirklich
die Eigenwerte stehen. Dieses Problem wollen wir nun klaren:

Korollar 5.16 Sind \; > --- > A\, die Eigenwerte der symmetrischen Matrix
A € R™™ ynd ist aﬁ”) > > d%) eine Umsortierung der Diagonalelemente

von A so gilt
A — @™ | < \/N(A =0 fiir m — .

Beweis: Aus Korollar 5.6 mit A = A™ und B = diag(a!?”,...,al") sowie der
cuklidischen Norm erhalten wir, da A und A" die gleichen Eigenwerte besitzen:

N — @] = [Ni(An) = M(B)] < [|AT™ — By < |A™ — Bllp = / N(A0m).

QED

Auf die Eigenvektoren kénnen wir schliefen, da sich A" schreiben lisst als
A+l — qlm) g m™ g, M. 4.0 gmT — gm ggm)T

wobei Q™ orthogonal ist und A+ niherungsweise diagonal. Also bestehen die
Zeilen von Q™ niherungsweise aus Eigenvektoren von A. Es gibt noch weitere
Verfeinerungen des Verfahrens:

e Gerade, da das Aufsuchen des Maximums in jedem Schritt mit n(n — 1)
Vergleichen O(n?) wiegt, bei grofen Matrizen sehr teuer sein kann. Bei-
spielsweise kann man die Reihenfolge, in der die Paare (7,j) durchlaufen
werden, vorher festlegen. Dies nennt man zyklisches Jakobi- Verfahren.

e Setzt man zusitzlich einen Schwellenwert, ab dem man sich mit dem a;;
zufrieden gibt, spricht man vom zyklischen Jakobi-Verfahren mit Schwel-
lenwert.
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